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2 - Modelos em Controlo por Computador

Objectivo: Introduzir a classe de modelos digitais que

sao empregues nesta disciplina para o projecto de controladores

Bibliografia: Astrom e Wittenmark, CCS, Cap. 3, em especial as seccoes 3.2, 3.4, 3.5, 3.6 € 3.7
Muito do material € ja conhecido pelo que se fard apenas uma revisao rapida
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SLITs em tempo discreto

SLITs - Sistemas Lineares e Invariantes no tempo (discreto)

u(k)

>| SLIT y(k) >

Linearidade (vale o Principio de Sobreposicao):

Uy (k) = ¥y (k)
U, (K) = Y, (k)
au, (k) +bu, (k) — ay, (k) +by, (k)
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Invariancia no tempo:

u(k) — y(k)
utk +k,) » y(k +k,)
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Descricao de SLITs por equacdes de diferencas

Equacéao de diferencas linear de coeficientes constantes:

da

Equacéo

Coeficientes

/

y(k+n)+Ha,y(k +n~<1)+.. Aa, y(k) =

= bylu(k +m) +bJu(k +m-1)+...

Ordem da

Equacao

b

u(k)
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n Condicdes iniciais especificadas:

y(n-1)

y(0)
Mostre que:
¢ A equacao de diferencas linear, de coeficientes constantes descreve um

sistema linear e invariante no tempo

e A solucdo da equacao de diferencas com N condicdes iniciais especificadas

existe e é Unica
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Descricao de SLITs por equacdes de diferencas
Equacéao de diferencas escrita com as amostras avancadas:
y(k+n)+a,y(k+n-1)+...+a, y(k) =
=b,u(k + m) +b,u(k + m—-21)+...+b_u(k)
Equacéao de diferencas escrita com as amostras atrasadas:
y(k)+a,y(k -1)+...+a, y(k —n) =
=byu(k — (n—m))+bu(k —(n—m)-1)+...+b_u(k —n)

Passa-se de uma para outra atrasando ou adiantando o tempo N passos.
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Causalidade do sistema

Um sistema diz-se causal se y(k) depende apenas das entradas e saidas atée

ao Instante k.

Sistema descrito por equacao de diferencas linear:

y(k +n)+a,y(k +n-21D+...+a, y(k) =
=b,u(k +m)+bu(k + m—-21)+...+b_u(k)

Este sistema é causal se

n>m
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Atraso do Sistema

Equacéao de diferencas escrita com as amostras atrasadas:
y(k)+a,y(k=1)+...+a, y(k —n) =
= b,u(k — (n—=m)) +b,u(k — (n—m) = 1)+...+b_u(k —n)

\

Atraso do sistema

Uma entrada aplicada no instante k apenas influencia a saida a partir do

instante k+(n-m)
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De aqui em diante, consideram-se sempre sistemas causais.

Para estes 0 atraso do sistema, d, é positivo:

d=n-m>0
Em muitos casos, sem perda de generalidade (porqué?) admite-se
d=1
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Um pequeno desvio: Transformada Z

Considere-se a sucessao:

f(k), k=012, ...

Esta sucessdo € mapeada pela Transformada Z na funcao de variavel

complexa:

F(2)=Y fk)z*
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Exemplo

Determine a transformada Z da sucessao

f(k)=1 k=0,12,...

Ajuda (definicdo da Transformada / ):

F(z)=> f(k)z ™
k=0
Ajuda (Soma da série geométrica):

r' = 1
1.7 panalf<1

0
=0
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Solucéo

2

1 (1

F()=) f(k)z"=) 7" =1+=+|=| +...=
k=0 k=0 Z

V4
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Exemplo

Determine a transformada Z da sucesso
f(k)=e*™ k=0,12,...

Ajuda (definicao da Transformada / ):

F(2)=Y f(k)z*

Ajuda (Soma da série geometrica):

r' = 1
1 ¢ pana <1

o0
i=0
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Solucao

F2)=Y e =Y " f =T
k=0

=0 1-e"z Z—¢
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Tabela de transformadas Z e de Laplace

(Tomar t = kh)

f Lf Zf
o(k) (pulse) = 1
1 k2 0 (step) 1 z :
s Z —_—
kh 1 hz
52 (z—1)2
l(kh)z 1 h2z(z + 1)
2 53 2(z—1)3
o—kBIT T z
1+sT Pa—y
1 - e-*/T 1 z(1— e MT)
s(1+sT) (z—1)(z—e T
sin wkh @ zsinwh
52 + @2 22 - 2zcoswh + 1
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Propriedades da Transformada VA
1.Linearidade

Z]e f (k) + B9(K)]=aF(2) + BG(2)

2.Deslocamento no tempo

Zlg " f (k) |=2"F(2)
Z[qn f (k)]= Z”(F(Z)—i f (DZ‘}

ex- n=1: Z[af (k)]=z(F(2) - f(0))
n=2: Z[qu(k):= Z(F(z)— f (0) - f(1)z-1)
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3.Teorema do valor final

lim f (k) = lim(1- 2 )F (2)

k—o0

4.Convolucéao

A convolucao entre duas sucessoes f (k) e 9 (k) é definida por
k
frg(k)=2 f(i)gk-j)
j=0

Tem-se:

Z(f*g)=F(2).G(z)
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Resolucao de equacoOes de diferencas

Pretende-se resolver a equacao de diferencas

y(k+1)=ay(k) +bu(k) com Y(0)=0

2-Modelos em Controlo por Computador 18

Segue-se a seguinte abordagem

Transformada
Equacdo de Z 5
quag » [ Equacdo
diferencas / algébrica
?  Difici ¥V
Solucédo da < SOIUt;Iédea
eq. diferencas / 1o ctormada €g. algenrica
Z inversa
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y(k +1) =ay(k) + bu(k)

Tomando a transformada Z

com Y(0)=0

zY (z)—zy(0) =aY (z) +bU (z)

Y (2) :%U(Z”ﬁy“’)

Y (2) =%u (2)
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Resposta ao escaldo:

uk)=1, k>0 U(Z)=ﬁ
b bz
O e (z—a)(z-1)

Decompondo em fracgcOes simples:

“ba b _
Y(z) =12+ 12 b E( i j

Z—a z—1:1—az Z—a 7-1

y(k) = b(1—ae*?)

J. Miranda Lemos

IST-Area Cientifica de Sistemas, Decisdo e Controlo




Controlo Optimo e Adaptativo 2-Modelos em Controlo por Computador 21

Funcao de transferéncia discreta

u(k)

L sur B>

Assume-se o sistema modelado pela equacao de diferencas

y(k+n)+ay(k+n-21)+...+a, y(k) =byu(k +m)+bu(k + m-1)+b_u(k)

Tome-se transformada £ com condicodes iniciais nulas para obter a funcao de
transferéncia:

Y(z)  bz"+bz"t+.+D,

G(Z): N n—1 n—2
U(z) z"+az " +a,2""+...+a,
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Operador avanco
E possivel uma descricdo compacta e facilmente manipulavel de SLlts

discretos usando o operador avanco

Sucessdo avancada

Sucessao

\ 7
X(K +1) = q\x(k)

Operador avanco

J. Miranda Lemos IST-Area Cientifica de Sistemas, Decisdo e Controlo




Controlo Optimo e Adaptativo 2-Modelos em Controlo por Computador 23

Operador de transferéncia do sistema (avanco)
Equacéao de diferencas:
y(k +n)+a,y(k +n-1)+...+a, y(k) =
=byu(k + m) +bu(k + m—-1)+...+b_u(k)
Substituindo Y(k +n) por q"y(k), e assim sucessivamente:
q"y(k) +a,q" " y(k)+...+a. y(k) =bu(k + m) + bu(k + m—21)+...+b,u(k)
Ponto y(k) e u(k) em evidéncia, obtem-se 0 seguinte operador que descreve 0

sistema:

b,q"™ +b,q" " +...+b_,q+b
q" +a,q" " +...+a,_,q+a,

y(k) = —u(k)

J. Miranda Lemos IST-Area Cientifica de Sistemas, Decisdo e Controlo




Controlo Optimo e Adaptativo 2-Modelos em Controlo por Computador 24

b,q™ +b,q" " +...+b_.q+b_
q"+a,q"'+..+a_,q+a,

e

Operador de transferéncia

y(k) = (k)

do sistema (avanco)

B(a)

0,4" +b g™ +..+b q+b | B(q)
9" +a," " +..+a_,q+a, | A(q)

A(q)
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Devido ao facto de o operador avanco transformar sequéncias limitadas
(majoradas e minoradas) em sequéncias limitadas, pode ser manipulado

algebricamente com grande liberdade.
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Operador atraso

Analogamente, se pode usar o operador atraso:

Sucessao atrasada Sucessao

\ S
x(k —1) = qx(k)

|

Operador atraso
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Operador de transferéncia do sistema (atraso)
Equacao de diferencas:
y(k)+a,y(k -1)+...+a,y(k —n) =
=b,u(k —(n—m)) +b,u(k — (n—m)-1)+...+b_u(k —n)

Substituindo Y(k —n) por g7"y(k), e assim sucessivamente:

y(k)+a,q y(k)+...+a,q " y(k) =
= byu(k — (n—m)) +bu(k — (N —m) = )+...+b_u(k —n)

Pondo y(k) e u(k) em evidéncia, obtem-se o operador que descreve 0 sistema:

b, +b,g*+..+b "
1+a,q*'+a,q°+..+a,q

y(k) =g ~u(k)
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Polindmio reciproco

Define-se o polinémio reciproco do polinémio A(d) como
* _1 _
A(ad7) =aq"A(a)

Atencéo: Em geral, o reciproco do reciproco nao € a identidade!
Operador de transferéncia do sistema em termos do operador atraso e do
polinbmio reciproco

-1 -m *r -1
b, +bq+..+b,0" - B (q)
1+a,0 " +.+aq" A(q)

H (g =q"
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e A representacado no operador avanco é mais adequada para o estudo da
estabilidade;
¢ A representacado no operador atraso € mais adequada para a implementacéo

dos algoritmos;
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Exercicio

Considere os sistemas lineares e invariantes descritos pelas equacoes de

diferencas
y(k+1)—0.5y(k) =u(k)
y(k+2)+2y(k+1)+3y(k) =u(k +1) + 4u(k)
Para cada uma delas:
a)Escreva a equacao na forma em que a variavel mais avancada é y(k).

b)Determine a funcao de transferéncia, em poténcias de Z e de z7

c)Diga qual o atraso puro do sistema.
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u(kh)

—>

T TT’?

Reldgio

Modelo de um sistema amostrado

D/A

u(t) )

G(s)

Sistema

Qual a funcéo de transferéncia discreta “vista” pelo computador?

J. Miranda Lemos
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Recorde-se que, para determinar a funcéo de transferéncia, devemos:

e Aplicar um sinal a entrada do sistema, com condi¢des iniciais nulas
e Observar a saida
e Determinar as transformadas Z da entrada e da saida correspondente

e Calcular a funcao de transferéncia como o quociente entre a transformada Z

da saida e a transformada Z da entrada

Que sinal de teste € mais conveniente aplicar?
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Se aplicarmos um escalao discreto a entrada, a entrada do sistema continuo

aparecera também um escaléo, o que facilita as contas

Relbgio

V y(kh)
— >foa Wyl ©O %_)

Sistema

1l —  r— I
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Reldgio

v

u(kh) ¢ u(t) s v V y(kh)
e TR e L

Sistema

1l —  r— 5

1
y(t) = TL‘{%G(S)} y(kh) = TL{EG(S)} .

A funcéo de transferéncia discreta equivalente é

Z|y(kh)]

= 2w
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Sendo u(kh) um escaléo discreto, a sua transformada Z é:

1
Z[u(kn)] =

G,(z)=(1-z7")Z{TL™" %G(s)

t=Kkh
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Modelo de um SLIT amostrado com um ZOH (Conclusao)

u(kh)

D/A

JTT

Reldgio
u(t) ; G(s)
.
Sistema

y(kh)

y(t) v
o>

Do ponto de vista do computador, I. e. entre a entrada e a saida discreta, este

sistema €& equivalente a um SLIT discreto com funcao de transferéncia

G,(z)=@1-2z")Z4TL" %G(s)

t=Kkh

J. Miranda Lemos
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Modelo de sistema amostrado - Exemplo
Qual a funcéo de transferéncia discreta (causal) que se obtém quando se

amostra o sistema continuo com funcao de transferéncia

Solucéo:

_ 1, |
Gy(2)=(- zl){“ﬂﬁj - |
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Decompondo em fraccdes simples
a 1 1

s(s+a) S s+a

f(kh)y=1 k>0

1 f(t)=1 t>0 1
s VTS F(2) =7

1
— = f({)=e™ t>0
S+a

f(kh) =™ k>0
1

F(z) =
(Z) 1_e—ahz—1
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6@ - -2 L)

1—-z1 171

(1_e—ah)z—l
1_e—ahz—1

Gy(2) =

A regiao de convergéncia deve ser escolhida por forma a que o sistema seja

causal.
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A resposta ao escaldo do sistema continuo coincide, nos instantes de
amostragem, com a resposta do sistema discretizado.

Isto n&o acontece para outro tipo de entradas, por exemplo uma sinusoide.

1

0.8+

0.6

04l

0.2+

Q

-0.2+

0.4}

-0.6+

-0.8+

R I I . . . . .
6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Este facto motiva que se designe este método de discretizacdo por método do escaldo invariante.
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TABLE 3.1 Zero-order hold sampling of a conlinuous-time system, Gl &)

The table gives the zero-order-hold cquivalent of the continuous time system, (5], preceded by
w reroeorder hold, The sampled system is described by its nulse-transfer operator. The pulse-
transfer operator is given in terms of the coeflicients of

b.q“"l + b;t}"_z + =+ by,
‘;r.' + £J|-|3": ] T

Higl =

Hig) ur the coefficients in Hig)
h

g — |1

ﬂ*{q + 1)

g - 1)°

g1y =W ﬂm[; 4 .-,}

g w0t m! d"h\g — e "
q']
1 — expl—ak)
g — expl—ahl
1 -l
B = lfuh — 1+ e ™ By = = (1 — 2~%% = ghe™"*)
a i
ay = —(1 + ™) az = €™

By=1 - e *%1 + ah) by = & "o + ak — 1)

—Lah

—ak _
o) = 2T 2 £
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_r
(s = af

:[h.
{5 + al(z + )

aF=h

(s + ¢
(5 + als + )

a ¥ b

wi
L 1
5% = wgs + wi

(g — Lhe ™™
{fj' - h.'1]:"
y o M1l k) — a(l — e ™
1 h—a

. ““ _ f.—HI'H_, wh b{] — e u!l']E—h.h
s b - a
ay = _{E.—rrh % f.—&.lll"
gy = g lerhE

p=Fh g L () = g Meth - (1 — 8 “F el

by = a — b

_ X —I.--'+I'=JFI_._LT_L{,—¢II__{"_':I — hiy
= at € hia — B) ala — b
iy = _E.—EI'I . E_'HI dy = # (a— L
!}|=1—-1[;Ei-%"1-) w = gl — £ =1
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Transformacé&o dos polos
Na discretizacao com retentor de amostras de ordem zero o0s polos sao

transformados de acordo com uma transformacéao exponencial.

Um polo em Si no continuo é transformado num polo Zi dado por

7 — esih
i h = intervalo de amostragem
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Exemplo de transformacéao de poélos

J. Miranda Lemos
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Sistema de 22 ordem com po6los complexos conjugados

@y wyh
2 2 Im z =
S° + 28w,S + w, 5
] 3 1 2.0 ' (=0 | ‘0
Os polos sao transformados nas '
-, 0 2.
raizes do polindmio 25 /
0.5 - - 04 0.5
2 | L L}
- +a,Z+a4a, ?':5"
- i
a, = —2e " COS( 1-Sw h) 4 [\
1 0 1 ' 10 -
i -0.5 0 05 1
Re z
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Transformacé&o dos zeros
A transformacao dos zeros € muito mais complexa e ndo existe uma regra

geral simples como a transformacéao exponencial dos pdlos.

Deve no entanto ser notado que um sistema continuo de fase minima pode
dar origem, por amostragem com ritmo elevado, a um sistema de fase nao

minima (i. e. em que ha zeros fora do circulo unitario).

Este facto pode dar origem a problemas no controlo e sugere gue nem
sempre € bom aumentar o ritmo de amostragem (ao contrario do que sugere a

nossa intuicao e do que sucede em problemas de Processamento de Sinal).

Ver exemplos AW pp. 73-75
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