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7.0 Problema Linear Quadratico

Objectivo:
Introduzir o Problema Linear Quadratico e os elementos basicos da sua

solucao. Mostrar que o controlo resultante estabiliza a cadeia fechada.
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Formulacao do Problema Linear Quadratico
Dinamica:

X(t) = Ax(t) + bu(t)

x(0) = X, U(t) e R"

Funcional de custo:

T

e, /
J:E“x(t)Qx(t)+uRu]dt Q=Q>0 R=R >0

0

Pretende-se minimizar o funcional J pelo que a Lagrangiana deve ser

L(x,u) = —%(X'QX+ u'Ru)
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—A(t) = A ()A-X(1)Q

Equacéao adjunta

— V= 4L

Hamiltoniana
H(A,x,u) = A (X,u) + L(x,u)

sujeita a condicdo terminal A(T) =0

H(A, x,u) = A’(t) AX(t) + A’ (t)bu(t) - % X’ (£) Qx(t) —%u’(t) Ru(t)

J. Miranda Lemos
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Condicéao (necessaria) de minimo da Hamiltoniana

A Hamiltoniana
H(A, x,U) = A’(t) Ax(t) + A”(t)bu(t) — % X (1) OX(t) —%u’(t) RuU(t)

€ uma fungao quadratica. Uma condicao necessaria de minimo € pois

H_y
Al

ou seja
Atb-U(#)R=0
pelo que o controlo optimo verifica

u(t) = R A(t)
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A trajectoria optima do estado verifica pois o Uyt ('[)

(1) = Ax(t) +

A(t) = Qx(t) - AA(1)
sujeito as condicoes
x(0=x, A(T)=0
Trata-se de um problema em que as incégnitas (x e A) estido especificadas em

dois pontos ( 0 e T). Diz-se um problema de valores na fronteira em dois

pontos (Two point boundary value problem). Como resolvé-lo?
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As equacbes do estado e do co-estado, com o controlo optimo, sao:
X= AX+bR™'b’A
A=0x- A
Admita-se que existe uma matriz P(t), tal que

A =—PX

Sendo assim, as equacdes do estado e do co-estado escrevem-se:
% =|A—bR'b'P|x
A =[Q+ AP]x

Repare-se que, se conhecermos a matriz P(t), a equacao de estado fica

desacoplada da do co-estado, podendo ser resolvida separadamente.
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Vamos entdo tentar obter uma equacao verificada pela matriz P(t). Tem-se
A =—Px
Derivando
A = —Px— PX
Usando as equacdes diferenciais do estado e do co-estado:
(Q+ A'P)x = —Px— P( A-bR'b'P)x
ou seja, pondo X em evidéncia:

[P+ PA+ AP-PbR'D'P+Q|x=0
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[P+ PA+ AP-PbR'D'P+Q|x=0
Para que esta identidade seja satisfeita para todo o X, o termo entre

paréntesis recto tem de ser nulo.

Obtém-se assim a equacéo diferencial de Riccati:
- P=PA+ AP-PbR™'P+Q
P(T)=0 (porqué?)
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Problema Linear Quadratico (LQ) - Resumo
Dado sistema com dinamica linear
X(t) = AX(t) + bu(t) x(0) = X, u(t) e R"

O controlo que minimiza o custo quadratico de horizonte finito

T

1., /
J=Ej[x(t)QX(t)+URU]dt Q=Q20 R=R>0

0
e dado pela retroaccao do estado de ganho variavel no tempo:

u(t) = —K(t)x(t) K(t) = R'B'P(t)
em que P(t) € a matriz simétrica defini da positiva que satisfaz a equacao
diferencial de Riccati

—-P=PA+ AP-PbR'P+Q P(T)=0
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Exemplo (Controlo LQ de um Sistema de 12 ordem)
Considere-se o sistema de primeira ordem, instavel em cadeia aberta
X(t) = x(t) + u(t) x(0) =1

Pretende-se determinar a lei de controlo que minimiza
1T, 2
JW=Zf [¥O+rmld T>0, r>0

A solucao é dada por
v 1,
p(t) = —2p()+=p"(O-1 -0

u(t) = —K(xX()  K®=>p0
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r=1
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P(t) para varios T
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Como se pode observar, diminuindo o peso no custo da accéo de controlo, I,
o sistema fica mais rapido (o transitério do estado extingue-se mais
rapidamente), 0 mas o ganho aumenta (compare-se com a situacao que se

tem no Controlo de Variancia Minima dessintonizado).

Aumentando o horizonte, a solugao da equacao de Riccati € inicialmente uma
constante bem definida, tendo um tr ansitorio proximo do intervalo de

optimizacao.

Isto sugere que, quando o horizonte T — « a solugcao da equacao de Riccati

fica constante para todo o t.
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O exemplo anterior sugere que se considere o problema de minimizar o custo

quadratico sobre um horizonte infinito

Jion = j:[x' (1)QxX(t) + u' (t)Ru(t) ]t
A solucio deste problema vem dada pelo controlo por retroaccao do estado
u(t) =-Kx(t) K=R'B'P
em que P € a solucdo da equacao algébrica de Riccati, dada por

PA+ AP-PbR'YP+Q=0
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Se o sistema
X(t) = Ax(t) + bu(t)
for estabilizavel, i. e., se existir um vector de ganhos F tal que o sistema em

cadeia fechada
X(t) = (A-DbF)x(t)

é estavel, entao a solugcao da equacao  de Riccati algébrica € semidefinida
positiva (pelo menos) e corres  ponde ao limite da solugao da equacao

diferencial de Riccati quando o horizonte T € sucessivamente aumentado.
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Problema: Dado o sistema definido pelo diagrama de blocos

Determinar os valores de k; e k, que optimizam

0

SO

u

1

X
1 1

K

S+1

3t >
l s

J = j:[x Qx(t) +u'Ru(t)|dt Q= {

1 0
o o1/ R=1
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Modelo de estado do sistema em cadeia aberta

X,(s) = % X2(9) donde X% (t) = X(2)

X5(8) = s%lu (S) ou SX,(S) =—X,(5)+U(S) donde % (t)=—X,(t)+u(t)

O modelo de estado ¢é portanto

wllo el
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A equacao Algébrica de Riccati:
PA+ AP-PBR'C'P+Q=0
neste caso é
e el e b b Sl P

ou seja

{0 pu—plz}{ 0 0 }_{ P’ p12p22:|+{1 0}{0 0}
0 P2 = Po Pu—=Po Po= P Pro P2 p222 0 01 0 0
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{0 pll—plz}{ 0 0 }_{ o plzpzz}{l 0}{0 0}
0 P = P Pu=Po Po= P P2 Poy p222 0 01 0 0

lgualando aas entradas correspondentes destas matrizes, obtém-se as

equacoes seguintes:

P = Pz = PoPop =
2( P2 — pzz) - p§2 +01=10

A equacao p122 =1 ¢ verificada por P, = 1. No entanto, apenas a raiz positiva

leva a uma matriz P definida positiva. Assim, é P, =1,
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Pu— P — PP =0
2(py,— Pp)— Pp+01=0
Sendo P, =1, estas equacdes reduzem-se a
Pu—Pp=1
P, +2p,—-19=0

A segunda equacao tem como raizes -1++/29. Uma vez mais deve ser tomada

a raiz positiva para que a matriz P seja sefinida positiva. Assim:

17 1
P=
7 o

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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17 1
P=
1 07
O vector de ganhos 6ptimo vem dado por
K=R'B'P

K = [0 1]{117 (H:[l 07]

A lei de controlo 6ptimo LQ é pois:

u(t) = —(x + 0.76x,)

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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Regulac&o Quadratica da Saida com horizonte infinito

Ha situacdes em que se pretende regular a saida do sistema. Modelo:
X(t) = Ax(t) + bu(t) y(t) = Cx(t)

com o funcional de custo:

J. = j:[yz(t) + pu’ (1) ]t
Repare-se que, como
y*(t) = X' (t)C' Cx(t)

este problema reduz-se ao anterior fazendo a seguinte escolha da matriz Q:

Q=C'C
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A solucao do problema de minimizar

J = jo [y2(t) + ou (1) |ot
em que o sistema é modelado por
X(t) = Ax(t) + bu(t) y(t) = Cx(t)
€ dada por
u(t) = -Kx(t) K=R'B'P
em que P € a unica solucao definida positiva da seguinte equacé&o algébrica

de Riccati

PA + A’P—1 Pbb’P+C'C=0
0
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Relativamente a esta lei de controlo tem-se o seguinte teorema:

Se o par (A, B) for estabilizavel (ver definicdo acima) e o par (A, C) for
observavel, a solucdo definida positiva da equacao algébrica de Riccati existe

e € Unica, e o sistema em cadeia fechada é assimptoticamente estavel.

O par (A,C) € observavel se

C
CA .
carl . |=n n = dim(x)

C n-1

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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Uma matriz P diz-se definida positiva se

X'Px>0

Diz-se semidefinida positiva se

X' Px=>0

VX#0

VX #0

J. Miranda Lemos
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Questao: Qual a colocacao dos poélos da cadeia fechada que corresponde a

minimizar J.. (no caso em que o sistema é SISO)?

Resposta [Chang/Letov]: Os polos do sistema realimentado 6ptimo (com

T =) sd0 as N raizes estaveis do polindmio A(S) de grau 2N dado por

A(s) = a(s)a(—s) + %b(s)b(—s)

em que

Zeros do sistema

b(s) =C adj(sl — A)B
a(s) = det(sl —A) —__ |

Pdélos do sistema

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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A(s) = a(9)a(-9) + %b(s)b(—s)
Se S=S é uma raiz de A(S), entdo:
As) = a(s)a(-s) +%b(sl>b(—sl) -0
Neste caso, também se tem para S=—3;:
A(-s) = a(-s)a(s) + % b(~5)b(s) =0

ou seja, se S=§ é uma raiz de A(S), entdo S=—S também o é.

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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As raizes de A(S) sdo simétricas relativamente ao eixo imaginario.

Podemos sempre

escolher N pélos

estaveis

Como os polos do sistema controlado  sdo dados pelas raizes estaveis de

A(S), o sistema em cadeia fechada com controlo 6ptimo LQ de horizonte

infinito é estavel.
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Solucao do Problema LQ (T =<°) por colocacéao de pélos
A solucao do problema LQ de horizonte infinito pode ser feita do seguinte
modo:

1. Determinar

A(s) = a(s)a(—s) + %b(s)b(—s)

2. Determinar N = 0a(S) raizes estaveis de A(S).
3. Calcular o vector de ganhos de retroaccao do estado tal que o sistema em

cadeia fechada tem os pdélos na posicao dessas raizes.

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo




Introduc&o ao Controlo Optimo

7-O Problema Linear Quadratico 29

Dado o sistema

Exemplo

o P A

Qual a lei de controlo por retroaccao do estado que minimiza

3= [ Iy @+ et

0 =10

J. Miranda Lemos

IST-Seccéo de Sistemas e Controlo




Introduc&o ao Controlo Optimo 7-O Problema Linear Quadratico

30

Em primeiro lugar € necessario obter a fungao de transferéncia em cadeia

aberta. Em geral, isso pode ser feito com as expressoes

b(s) =C adj(sl — A)B  a(s) = det(sl — A)
Neste caso, € facil obter a funcao de transferéncia recorrendo a manipulagao
de diagramas de blocos. As equag oes de estado sao representadas

graficamente através de um diagrama de blocos, que é simplificado até se

obter a funcao de transferéncia.

Os alunos sao convidados a resolver o mesmo problema recorrendo as

expressoes acima.
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Equacdes de estado:

X =%
X, =4x —Uu
Diagrama de blocos equivalente:
u_ - 1% RS T
Q) S 1S
+ +
4 &
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u_ - ; % u_ 2 ; | ; 1+s L
+ +
4 4

_1

__ ¢ 1+s

Y 4(1+S)U Y = — ~ U

1-— s -4

S

b(s) =—-(1+59)

a(s)=s"-4

J. Miranda Lemos
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Os polos 6ptimos sao as duas raizes estaveis de

A(s) = a(s)a(-s) + %b(s)b(—s)

a(s)=s"-4 b(s) = —(1+9)

2 2 1
A(S) = (5 - 4) +

Mudancade _ , _ o2 (z— ) +%(1_ 2)=0

variavel

7z°-81z+16.1=0 z=46 z,=35

=214 s,=-214 $=187 s,

=-1.87

J. Miranda Lemos
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ANIm(s)

-2.14 2.14

AV V4 N2 _\/Z N

NEEZ

Estes sao os pdlos do
sistema em cadeia fechada
com o controlador dptimo

O vector de ganhos optimos € deter minado por forma a que os polos da

cadeia fechada sejam -2.14 e —1.87

O polindmio caracteristico desejado para a cadeia fechada é pois

a(s) = (s+2.14)(s+1.87) = s* + 4.01s + 4
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Diagrama de blocos do sistema em cadeia fechada com retroaccgao (generica)

do estado:

4
i X y
u _1 11 Xl 14s s
S S

- + ‘
! A2 »
k1 k2 > 32 1+S >
L 4'k1 'k2 S

+
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Equacao caracteristica da cadeia fechada

1
1-5(4-k—k)=0

Polindbmio caracteristico da cadeia fechada
a.(s) =5 +k,s+k —4
Comparando com o polinédmio caracteristico desejado
a(s) =S+ 4.01s+ 4
Obtém-se os ganhos optimos

ket =8 ko = 401

J. Miranda Lemos
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Diagrama de blocos do sistema em cadeia fechada com retroaccgao (generica)

do estado:

4
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Equacao caracteristica da cadeia fechada

1
1-5(4-k—k)=0

Polindbmio caracteristico da cadeia fechada
a.(s) =5 +k,s+k —4
Comparando com o polinédmio caracteristico desejado
a(s) =S+ 4.01s+ 4
Obtém-se os ganhos optimos

ket =8 ko = 401
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O "root square locus”
As frequéncias naturais ("p6los") do sist ema em cadeia fechada com controlo

LQ de horizonte infinito sdo dadas pelas raizes estaveis da equacao

a(s)a(-s) + %b(s)b(—s) =0

A esta equacao pode dar-se a forma
1 b(g)b(-s) _
P a(s)a(-s)

O que acontece a estas raizes quando o peso © no controlo varia?
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a(s)a(—s) + %b(s)b(—s) =0

Quando o peso no controlo € muito grande ( © grande) a equacao fica
aproximadamente:

a(s)a(-s) =0
Assim, neste caso, os polos da cadei a fechada, ou sdo os polos da cadeia
aberta se estes forem estaveis ou 0s s eus simétricos se estes estiverem no

semiplano complexo direito.
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a(s)a(—s) + %b(s)b(—s) =0

Analogamente, se o fér muito pequeno, os polos da cadeia fechada
aproximam-se dos zeros da cadeia aberta se estes forem de fase minima (ou
seja, se estiverem a esquerda do eixo im aginario) ou dos seus simétricos se

0S zeros estiverem a direita.

Se houver mais polos do que zeros, os polos restantes tendem para —oo.
Repare-se que nao se pode ter ©=0 para o problema LQ em tempo continuo
pois 0s ganhos do controlador seriam infinitos. Esta situacdo é diferente em

tempo discreto, onde € possivel ter =0,
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Para valores intermédios de o os polos do sistema com controlo optimo

podem obter-se tracando o root-locus de
1 b(s)b(-s)
p a(s)a(-s)

e tomando a sua parte estavel.

E aisto que se chama o root-square-locus.
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Root square locus - exemplo

Considere-se o0 modelo do sistema instavel em cadeia aberta correspondente
a linearizacao do péndulo invertido:
. 0O 1
X = X+
025 O

{O}
u
-1

y=[1 1]

A funcao de transferéncia em cadeia fechada é
b(s)  s+1
a(s) s -025

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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O root square locus correspondente €

Imag Axis

Real Axis

J. Miranda Lemos
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Estabilidade relativa do Controlador LQ

Considere-se o sistema descrito pelo modelo de estado linear:

X(t) = Ax(t) + bu(t)
y(t) = Cx(t)

Tém-se as seguintes definicoes:

Transformada de Laplace da Matriz de Transicdo de estado do sistema em

cadeia aberta:

d(s)= (sl — A"
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Ganho de malha:

Obtido interrompendo a cadeia de controlo a entrada e multiplicando todos os

ganhos.
X
( x> (s-A) b
k |< L(s) = kd(s)b
Desigualdade de Kalman:
1+ L(jo)21
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Consequéncia da Desigualdade de Kalman:

1+L(jo)21 < |L(jw)-(-D|=1

Im A

Conclusao: O diagrama de

Nyquist de L(J®) nunca entra

dentro da cirdunferéncia de raio 1,

centrada em —1.
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No caso mais desfavoravel, o
controlador LQ tolera uma reducao do

ganho de "2 até que o ganho de malha

atinja o ponto —1.

A margem de ganho € pois de pelo

menos 0.5.

J. Miranda Lemos IST- Area Cientifica de Sistemas, Decisdo e Controlo




Introduc&o ao Controlo Optimo

7-O Problema Linear Quadratico 47

Im A

600 Re

No caso mais desfavoravel o
controlador LQ tolera uma reducao
da fase de pelo menos 60 ° até que o

ganho de malha atinja o ponto —1.

A margem de fase do controlador LQ

é de pelo menos 60°.

J. Miranda Lemos
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O Filtro de Kalman-Bucy
Objectivo: Dimensionar os ganhos do observador usando um critério de

optimizacao.

Modelo do processo: Sinais de ruido

X(t) = Ax(t) + bu(t) + w(t) ] branco gaussiano

y(t) = Cx(t) + v(t)

Os sinais V e W s&o sinais grancos e Gaussianos tal que

Elwtw’ (t+7)|=Q,5(z) EvV (t+7)]= RS(7)
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O filtro de Kalman-Bucy da recursivamente a estimativa X do estado que é:

Centrada:

E[x(t) - x(t)|=0
Minimiza:

[ Jx® - %) dt

Ou seja o erro tem energia minima.
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Equacoes do filtro de Kalman-Bucy
A estimativa X € propagada no tempo resolvendo a equacao diferencial:
X(t) = AX(t) + bu(t) + L, (y(t) - CX(t))
O vector de ganhos o6ptimo € dado por
L. =2C'R*

Amatriz 2 éa solucao simétrica e semidefinida positiva da equacao de

Riccati algébrica do filtro, dada por:

AX+3A' +Q,-XC'R'CX=0
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O filtro de Kalman-Bucy é um observ ador 6ptimo em que a larguira de banda
€ ajustada por forma a optimizar a relacao sinal/ruido, escolnendo um ganho

adequado.

Repare-se que se nao houver ruido de observacao ( Ro =0 ), 0 problema fica

singular, sendo o vector de ganhos infinito.
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Regulador Linear Quadratico Gaussiano (LQG)

Combina:

A estimacao do estado com um filtro de Kalman

com

N

A realimentacdo da estimativa X com um controlador 6ptimo LQ,

projectado supondo que se tem acesso ao estado.

u

Processo

y

v

N

Filtro K-B

>k—|

O Teorerma de Separacao € valido para o controlador LQG.

J. Miranda Lemos
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Rudolph Kalman nasceu em 1930, em Budapest na Hungria

Emigrou para os U.S.A., onde estudou no MIT e, posterior-

mente, na Universidade de Columbia, onde fez o seu ﬁ
doutoramento. No inicio dos anos 60, o seu nome ficou

ligado aos artigos que estabeleceram os fundamentos do ‘
Controlo LQ e LQG e a filtragem 6ptima linear com base no

modelo de estado, que desenvolveu em conjunto com Richard Bucy.

Foi Kalman que “trouxe” para a comunidade do Controlo os métodos
desenvolvidos por Lyapunov 70 anos ant es e que os aplicou ao estudo da

estabilidade de sistemas descritos por modelos de estado lineares.
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EquacOes do Regulador LQG

Equacdes do estimador:

X(t) = AR(t) + bu(t) + L (y(t) — Cx(t))

L. =2C'R"
AX+3ZA"+Q,-ZC'R'CZ=0 >=3T>0
Equacoes do regulador
1 1
ks K==B'"P A'P+PA-=PBB"P+Q=0
u(t) = —KX(t) o 5
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Funcao de transferéncia do regulador LQG
Gelos (8) = K(sl —A+BK + L,.C) 'L,

E semelhante a do compensador baseado em observador que se estudou no

capitulo sobre RLVE.

A diferenca reside no modo como sao calculados os ganhos Ke I-o , que

aqui sao calculados por forma a optimizar um funcional (cada um deles).

J. Miranda Lemos IST- Area Cientifica de Sistemas, Decisdo e Controlo




Introduc&o ao Controlo Optimo 7-O Problema Linear Quadréatico 56

Recuperacao do Ganho de Malha
Loop Transfer Recovery (LTR)
Nao ha qualquer garantia sobre as margens de estabilidade (margem de
ganho e margem de fase) do regulador LQG. Estas margens podem ser

perigosamente baixas, dependendo das caracteristicas estatisticas do ruido.

ldéia: Usar os parametros que definem a estatistica do ruido, F% e Qo como

parametros de ajuste para recuperar o ganho de malha que se obteria com

um regulador LQ (e que tem boas caracteristicas de estabilidade relativa).

E nisto que consiste o controlo LQG-LTR (LQG com recuperacdo do ganho

der malha).
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Pode demonstrar-se que se:

1) G(S) é de fase minima;
2ppT

2y R=1 ¢ Q=0BB

Entao

L'LQ LLQG (S) = LLQ (s)

Isto sugere que se projecte um filt ro de Kalman-Bucy em que o parametro q

€ muito elevado.
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Exemplo: Controlo de um integrador duplo
)

O

Este e outros sistemas podem ser modelados como um integrador duplo,

tomando como variaveis de estado

X, = Z X, =2
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Modelo do integrador duplo

Modelo de estado do integrador duplo:
' 0 1 0
e . +| |u
L(j {O O}L(j L]

y=[1 0]x

Funcao de transferéncia do integrador duplo:

G(s) = 1

C2

A
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Integrador duplo com regulador LQ

1/s

X9 X
—I—> 1/s —11—>-
k2 k]_

Pretende-se esciolher os ganhos

quadratico de horizonte inifinito:

-

ki e K; por forma a minimizar o custo

I =3[ O+ ke

Assume-se que se tem acesso directo a medida de X e X;.

J. Miranda Lemos

IST- Area Cientifica de Sistemas, Decisdo e Controlo




Introduc&o ao Controlo Optimo 7-O Problema Linear Quadratico 61

Equacao Algebrica de Riccati (ARE):

AP+ PA+Q—1PBB'P=O
0

Y o] o eecfhalid

A ARE fica:
2 olm olte wlo oflo o lm nlo ala nllo o
1 0)|p, Ps| | P, P3O O] |O O] |P, PO 1P, P3| |O O

( pi=1 P—ﬁ 1
P, = P2Ps S l \/E

\2p2_ p’j =0

N
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Ganho o6ptimo:

Como

J2 1
B'=[0 1] 1 /2

T
I

Vem

KLQ :h ‘/EJ
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Com os ganhos optimos, a dinamica do sistema em cadeia fechada fica:

0 1
A-BKio=| | 13

Equacao caracteristica da cadeia fechada:
det(sl — A+BK, )= 2 ++/25+1=0

Pdlos da cadeia fechada

J2
2

O sistema em cadeia fechada fica estavel e com um coeficiente de

S = (-1t )

amortecimento ¢ = 0.707
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Resposta ao escalao do sistema com controlo LQ

1.4

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2
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Ganho de malha com controlo LQ:

Lo(s) = KP(s)B=K(sl —A) "B

- 1/s —>{ 1l/s |—e—

L j

e kl +sk 7 |

fs+1

5 Lo=

Como esperado, o ganho de malha n&o entra no circulo de raio 1.
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Modelo do integrador duplo com ruido:

XO]_[0 1]XOT, 0], [ MO
vl 1o o] xm| |1 w, (t)

0=l of 0 +uy

Os sinais V, W, e W, sjo sinais estocasticos mutuamente independentes,

cujas caracteristicas estatisticas sao usadas para ajustar o ganho de malha:

Wl(t) 2 _
E{WZ (t)}[wl(t) wz(t)]} =Q, EV(t)=R,
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Diagrama de blocos do integrador duplo com ruido:

Vamos assumir

Wy

%

+

W1

1 |1 Xy

-

1

A
I
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Integrador duplo com controlador LQG

Wo Wy v ‘K
: rojectados tal
u 1 |2 X RPN > Pro)
? S B ™1 s como no regulador LQ.
+
L; '—;1 _ L, L, projectados de
acordo com o
Xl . .
U ; 2 N g dimensionamento do
T filtro de Kalman-Bucy
K2 ky
b
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Calculo dos ganhos do filtro de Kalman-Bucy

Equacao de Riccati para o filtro:
AX+3A"+Q -ZC'R'CZ=0

0, 0,

Assumindo o, O,|e usando o método dos coeficientes

indeterminados obtém-se a solucao definida positiva:

go[V3 1

1 3
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Ganhos optimos do filtro:

NE!

1

L=3C'R" =

Funcao de transferéncia do compensador LQG:

Geos = Kio(sl =A+BK o +LC) 'L
~ 3.14(s+0.31)

G
¢ 54157+ 1.4
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Polos da cadeia fechada do integrador duplo com LQG:

~J3+]
2

\

Pdlos do filtro

Pdlos do sistema
controlado com LQ,

supondo acesso ao estado

J. Miranda Lemos IST- Area Cientifica de Sistemas, Decisdo e Controlo




Introduc&o ao Controlo Optimo

7-O Problema Linear Quadratico 72

Intencionalmente deixada branca
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Intencionalmente deixada branca
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Comparacgao dos reguladores LQ e LQG
1.0 LQ tem maiores margens de estabilidade.
2.Nas baixa frequéncia o ganho de malha do LQ é maior do que o do LQG.
Isto implica que o LQ tem melhores propriedades de seguimento do que o
LQG.
3.A frequéncia de corte € maior no LQ do que no LQG
a.0 LQ é mais susceptivel ao ruido
b.O LQ é mais rapido a responder
4.Na alta frequéncia, a inclina¢ ao da curva de ganho é —20dB/déc. no LQ e
—60db/déc. no LQG. O LQ é mais susceptivel ao ruido do que o LQG,

mas tem melhor estabilidade relativa.
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Recuperacao do ganho de malha no integrador duplo com controlo LQG

Gain [db]

Phase [?]

-100 -

-100 -

-150 -

-200 -

-250 -

50

50+

10

10

freq. [rad/s] q = 1, 100, 1000
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