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2.0 Principio de Pontriagyn

Obijectivo:
Formular o Principio do Maximo de Pontriagyn para problemas
sem restricoes no estado terminal e ganhar familiaridade com a

sua aplicacao em situacoes simples
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Principio de Pontryagin - Formulacao do Problema

Sendo x o estado do sistema com entrada u, que satisfaz a equacao de

estado seguinte
x=f(x,u x(0)=x, tel|0,T|] u(t)eU

T fixo
pretende-se determinar a funcdo U, definida no intervalo [0,T] que maximiza o

funcional de custo J definido por

J(u) = P (x(T)) +} L(X, u)dt
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Examinemos a estrutura do funcional de custo

Limite superior do intervalo _ .
L denomina-se funcao

de optimizacéao, suposto fixo \ / Lagrangeana
T
J(u) = P (x(T)) +j L(X, u)dt

/ O \
Contribuicao para J Contribuicdo para J , associada

associada ao estado ao gue sucede durante o intervalo

terminal x(T) de optimizagéo
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Para perceber o papel do custo terminal imaginemos que somos donos de um

restaurante que pretendemos gerir por forma a maximizar o lucro.

O lucro obtido com o restaurante depende de duas parcelas

Lucro total = Lucro obtido na venda + Lucro obtido ao longo 8
do tempo com a

venda de comida

Valor terminal
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Repare-se que ha problemas importantes em que:
e O valorde T ¢ livre e nao fixo a partida

e Ha restricdes no estado terminal

E possivel estender o Principio de Pontriagyn para estes casos.
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A variavel manipulada u toma valores no conjunto U dos valores admissiveis

para o controlo.
Este conjunto traduz restricoes no valor de u.

Por exemplo, no caso em que a variavel manipulada é a abertura de uma
valvula, em que O corresponde a valvula toda aberta e 100 a valvula toda

fechada, é
U = [O, 100]
Eventualmente, podemos estar interessados em resolver o problema de

optimizacdo num conjunto de valores admissiveis que € um subconjunto

deste.
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Principio de Pontriagyn
Ao longo da trajectoria Optima para X, u e A verificam-se as seguintes

condicdes necessarias para a maximizacao de J:

X = f (X, u) x(0) = X, te|0,T] u(t) eU

= A7(1) = A7(0) F,(X(t),u(t)) + L(x(t),u(t))
A(T) = %,(x) __ Condig&o terminal

x=x(T) no co-estado
Para cada t, a hamiltoniana H definida por

H(A,Xx,u) = AT (X,u) + L(X, u)

€@ maxima para o valor 6ptimo de u(t).
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E utilizada a seguinte notacio:

| () ¥ (X)
x=x(T) 0’5(1 0’5(

x=X(T) n x=X(T)

Y (X)

L (x,u) =|— ... ;xi
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O vector A designa-se por co-estado e a respectiva equacao diferencial por

equacao adjunta.
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A condicao de maximo para a Hamiltoniana significa que, ao longo das
trajectorias de x e A definidas pelo controlo 6ptimo u, se verifica para cada

Instante de tempo t
H(A(t), x(t),v) = H(A(1), x(t), u(t))
gualquer gue seja o valor de v.

O Principio de Pontriagyn permite pois transformar um problema de
minimizacdo em ordem numa funcdo num problema de minimizagcao em

ordem a variavel u(t), para cada instante t.
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No caso em que o optimo da Hamiltoniana € atingido no interior do conjunto

de controlos admissiveis U , a condicdo de maximo é satisfeita numa das

solucdes da equacao

aH _ 5
du

Repare-se que esta equacao pode ter outras solucdOes, correspondentes a

minimos ou a pontos de estacionariedade.

Se o 6ptimo for atingido na fronteira de U , a equac&o anterior ndo pode ser

utilizada para o determinar.
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O Principio de Pontriagyn € uma condicado necessaria satisfeita pelas

solucdes do problema de controlo 6ptimo.

Pode haver funcdes de controlo que satisfacao o Principio de Pontriagyn mas

gue nao correspondem a maximos do funcional de custo.

O interesse do Principio de Pontriagyn nestes casos consiste em reduzir o
nimero de hipoteses para as funcoes de controlo Optimo, tornando entao
possivel eliminar as solu¢cbes nédo optimas, por exemplo analisando-as uma a

uma.
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Tal como foi formulado, o Principio de Pontriagyn diz respeito a maximizacao

de um funcional.

O problema da minimizacdo de um custo pode ser facilmente tratado

multiplicando o respectivo funcional por -1.
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Exemplo 1

Pretende-se desenhar uma curva X(t) que comece em x(0) =0, cuja

inclinacdo maxima seja 1 e que atinja a altura maxima para t=T.
O problema pode ser formulado como um problema de controlo optimo com
dinamica
X(t) =u(t) x(0)=0 U={ulu<y}
e funcional de custo
J = x(T)

Quais as condi¢cbes impostas pelo Principio de Pontriagyn?
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— A1) = 2@ F,(x(t),u(t)) + L(x(t).u(t))  A(T)=¥,(3) |,_.m

Como

f.(x,uy=0 ¢ L(x,u) =0
a equacao adjunta reduz-se a

—At)=0

com a condicao terminal

A(M)=1 pois W(X(T))=x(T)
Logo

A(t) =1 0<t<T

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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A Hamiltoniana é
H=AfT+L=Au=u

Para cadat o valor de u que maximiza H no conjunto U & pois
uopt (t) =1

Curva optima

X(T) \
> Curvas possiveis
X(t) mas ndo éptimas

vV

ol
— 1
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O exemplo anterior pode ser facilmente resolvido sem ferramentas
matematicas especiais (se queremos subir o mais possivel, devemos ter a
derivada sempre no valor maximo). No entanto, € interessante ver a resposta

dada pelo Principio de Pontriagyn.

Considere-se agora um exemplo simples mas nao trivial.
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Exemplo 2 - Carro de empurrar

70
I

\ %

u
H Z

Q Q)

Objectivo: Escolher a funcdo U(t) O0<t<T gue maximiza
1T
I =2AT) -7 j U2 (t)dt
0

sendo a dinamica do carro dada por (condicdes iniciais nulas):
d*z

dt? .
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Sugestao:
e Tomar como variaveis de estado

X, =2 "posicao"
X, =z "velocidade'
e escrever o modelo de estado na forma
x = f (x)

e Escrever as condicdes impostas pelo Principio de Pontryagin

e Concluir destas condicGes qual o controlo optimo

J. Miranda Lemos
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Modelo de estado

=% [x
Xz — X,

- f,(x,u) |

S

[ —

N

X ¥

N

1
0O 0

X

N

f,(x,u)
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J(u) = x(T) - %E u’(t)dt
‘P(X(T)) =X (T) donde \PX(X(T)) = [1 0]

1
L(X,U):—EU (1) Jonde L (x,u) =[O0 O]

A equacdao adjunta & — A = AT+ L ou seja

. 01 A, =0
[‘ﬂl ‘/12]:[]1 /12]{0 o} {,izz_gi (AT AM]=%xM)=[1 0
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A =0
A, =-A [/11(1—) ﬂz(T)]:[l O]

Neste caso a equacao adjunta pode resolver-se independentemente da

equacao de estado.

Como
A,(t)=0 conclui-se A4(t)=C*

Da condicéo final 4 (T) =1 conclui-se

A1) =1

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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A equacdo para 4,(t) é
/12 () = _ﬂ’l

Como 4 (t) =1 esta equacdo escreve-se

A(t)=-1
ou seja
A, (t) = C* -t
Da condicao final 4,(T) =0 vem

A, (1) =Tt

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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Hamiltoniana:
H(A,%,u) = A, + A,u—- %uz

Neste caso nao ha restricbes (os valores possiveis para u sdo todo o conjunto

R) pelo que a condicdo de maximo para a Hamiltoniana se obtém de

H _ 0
Qu ouseja A,—u=0 para cada t
O controlo éptimo &, portanto U(;)_/\
uopt (t) — /12('[) =T -t
0 Tt
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Nestes dois exemplos € possivel resolver as equacOes do co-estado

independentemente das do estado e do valor do controlo optimo.

Normalmente ndo € assim. As equacdes do estado e do co-estado
aparecem acopladas, formando um sistema de 2n equacoOes diferenciais a
2n incognitas, em que parte das incognitas é especificada no inicio e outra

parte no fim do intervalo de integracao.

Veremos (por exemplo para dinamica linear e custo quadratico) que em certos

casos e possivel desacoplar estas equacoes.

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo




Introduc&o ao Controlo Optimo 2-0 Principio de Pontryagin 26

Lev Pontryagin (1908-1988) € uma figura controversa.
Matematico brilhante, cegou aos 14 anos num acidente,
0 que nao o impediu de se distinguir pelos seus |
trabalhos na teoria do Controlo Optimo. O antncio do
Principio ao qual o seu nome ¢ ligado, feito no

Congresso Internacional de Matematica de 1958, foi

Inicialmente recebido com grande frieza. A isto ndo foi alheia a motivacao
militar por detras deste resultado relacionada com o0 planeamento das

trajectorias de misseis.
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3.Justificacao do Principio de Pontryagin

Obijectivo:
Justificar o Principio do Maximo de Pontryagin para problemas

sem restricdes no estado terminal através de uma téecnica de variacao

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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Principio de Pontryagin - Formulacao do Problema

Sendo x o estado do sistema com entrada u, que satisfaz a equacao de

estado seguinte
x=f(x,u x(0)=x, tel|0,T|] u(t)eU

T fixo
pretende-se determinar a funcdo U, definida no intervalo [0,T] que maximiza o

funcional de custo J definido por

J(u) = P (x(T)) +} L(X, u)dt

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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Estratégia para Justificagcao do Principio de Pontryagin
Se Uy é a funcdo que maximiza o funcional J(u) qualquer "pequena"

variacdo através de uma funcé@o JU leva a diminuicdo do valor de J(u):

oJ=J(u_  +ou)—J(u_)<O

opt opt

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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Passos na Justificacao do Principio de Pontryagin

e Modificacao do funcional de custo atraves de uma funcional de custo por
forma a simplificar o calculo da sua variacdo quando o controlo é
perturbado

e Calculo da relacao existente entre uma variacao "pequena" no controlo
optimo e a correspondente variacao no funcional. Retém-se apenas
termos de 12 ordem

e Exprimir a condicao de que a variacdo do funcional é negativa atraves de
uma condicao de maximo na Hamiltoniana para cada instante de

tempo.

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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Modificacao do custo

J=J- }ﬂ’(t)[X(t) — f (x(t),u(t))]dt

Como o termo entre parentesis rectos € nulo ao longo das trajectorias do

sistema, J=J pelo que o valor de U que optimiza J é o mesmo que

optimiza J.
Assim, podemos escolher A por forma a simplificar o problema.

A esta quantidade (vectorial) da-se o nome de co-estado.

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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A Hamiltoniana

A func&o Hamiltoniana é definida por
H(A,x,u) = A (x,u) + L(x,u)
Com esta definicdo, o funcional modificado pode pois escrever-se:
J= —}ﬂ’(t)[)’((t) — f (x(),u(t))]dt = ¥(x(T) +}[L(x,u) + A'F (%,u) = At
0 0

ou seja

W(x(T) +} H(A(L),x(), u(t)) — A" (t)x(t) |t

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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Variacdo do Controlo Optimo

Seja {u(t),0<t<T} afuncéo que traduz o controlo 6ptimo
Em conjunto com a condi¢cao inicial imposta ao estado, ele determina a

trajectoria de estado {x(t),0<t<T},

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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E feita uma variacdo "pequena" da funcdo u que define o controlo 6ptimo,

obtendo-se uma funcao designada por v.

A variacao e pequena no sentido em que, para cada uma das componentes U

e V, dos vectores u e v, se tem

hui (H)-v(t)dt<e

0

sendo € um namero pequeno.

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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A trajectoria de estado correspondente a v depende essencialmente do
controlo e desvia-se pouco do estado Optimo x correspondente a u.

Seja (1) esta variacao no estado.

v(t)

/1_\ x(t)+0x(t)
/%/

X(t)
| |
\ |
0 T t 0 T t

Seja A a correspondente variacdo na funcéo objectivo
oJ = J(v)—J(u)

sendo u Optimo esta variacdo do custo € negativa.

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo




Introduc&o ao Controlo Optimo 3-Justificacdo do Principio de Pontryagin 10

Calculo da variacao do funcional

Recorde-se que

P(x(T) +} H(A(),x(t),u(t)) - A" ()x(t)]dt
A variacao é assim

83 =P (X(T) + (T)) - ¥(x(T) +_T[ (A, x+&%,v)— H(A,x,u)— A"]dt

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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Recorde-se a regra de integracao por partes:

T T
. %(ab):ab+ab . j;(ab)dtz(ab)\;— J(;(ab)dt

Aplique-se esta regra com

a = X b=

}/1'5th = /(T)X(T) = A’ (0)%(0) - }/i’akdt

Repare-se que &(0)=0 porque a variacdo do controlo Optimo ndo causa

gualquer variacdo na condicéo inicial do estado.

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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T T
| A7t = A/(T)S(T) - [ A
0 0

Tinha-se concluido que a variacao do funcional é
T
&3 = P(x(T) + X(T)) - P(x(T)) + j H(A,x+ V) — H(A,x,u)— 4’5ot
0

Assim:

8 = P(X(T) + X(T)) = P(x(T)) - A’ (T)(T) +” H(A,x+ &X,V) - (ﬂ,x,u)+)1’§x]dt
Atraves da integracdo por partes conseguimos exprimir as variacdes na

derivada do estado em variacoes no estado (e derivadas do coestado /1).

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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63 = W(X(T) + (T)) = P(x(T)) - A(T)X(T) + JT'[H(/l,x+ X,V) — H(4,x,u) + /i’dx]dt

~

Vamos aproximar o efeito da variacdo do estado na variacao dos termos em

Y e H através de desenvolvimentos em série de Taylor de primeira ordem:
P(X(T) + X(T)) = F(X(T)) + P (X(T))X(T)

H(A,x+,v) = H(A,X,v)+ H,(4,X,v)d

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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Assim, a menos de termos de ordem superior ou igual a 2:

83 =W, (X(T)) - A/(T)]ox(T) + hHX(ﬂ,x, u)+ 2’]5xdt + }[H(ﬂ,x,v) — H(A,x,u)|dt

Escolhendo 4 de modo a gue satisfaca a equacao diferencial

— A/(t) = H (A1), x(t), u(t))
com a condicao final
A'(T) =P, (x(T))

a expressao da variacédo do funcional reduz-se a

N = j [H(A(t), (1), v(t)) — H(A(t), x(t), u(t))]|dt

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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& j [H(A(t), (1), v(t)) = H(A(t), x(t), u(t))]|dt

Perturbado Optimo

Esta expressao traduz o efeito na variacao do funcional de uma variacao do
controlo optimo.

Repare-se que A, X e U sao conhecidos e independentes da variacao V.

Em particular, X e A s&o calculados Integrando as equacoes do estado e do

co-estado com o controlo éptimo U.

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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A = j [H(A(t), x(t),v(t)) — H(A(t), x(t), u(t)) |t

Se U ¢ 6ptimo, tem entdo de ser para cada instante t:
H(A(t),x(t),v) < H(A(t),x(t),u(t))
VvelU

Esta afirmacéo necessita ser demonstrada.

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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83 = | [H(A(t), x(t),v(t)) = H(A(t), x(t),u(t)) ct

o

Suponhamos que existia um instante ; e uma funcédo @ tal que
H(A(t), x(t,), ¢(t,)) > H(A(t,), x(t,), u(t,))

Sendo H uma funcdo continua, existira um intervalo [t, - 0.t +0] em que

esta propriedade se verifica. Escolha-se V(t) = u(t) excepto neste intervalo

em que se faz Vv(t)=¢(t). Com esta escolha do controlo, a variacdo do

funcional é

o = tﬁH(ﬂ(t),x(t),v(t)) —~ H(/i(t),x(t),u(t))]dt >0

t-o

valendo a desigualdade porque a integranda € positiva em todo o intervalo.

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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Isto contraria a hipétese de u ser o controlo optimo.

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo
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4.0ptimizacao de um Fermentador

Objectivo:
Aplicacdo do Principio de Pontryagin a resolucao de um problema
com motivacao em aplicacdes e em que a equacao adjunta depende

do controlo optimo

J. Miranda Lemos IST-Seccao de Sistemas e Controlo
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Fermentador para a obtencao de penicilina

X - Quantidade de bactérias
por unidade de volume

P - Quantidade de penicilina
por unidade de volume

u - Variavel manipulada: taxa de
adicao de substracto

(acucares para "alimentacgao'

das bactérias).

As bactérias produzem penicilina.

[

[

agitador

/////// a’gua
‘ aquecida

J. Miranda Lemos
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Um modelo muito simplificado do fermentador

Crescimento devido Mortalidade
ao "alimento" \ /
X = buX — uX
P=c(l-u)X

SN

Producdo das Inibicao da
bactérias producao pelo substracto

Resultados mais realistas requerem modelos mais complexos.

J. Miranda Lemos
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Efeito inibidor do substracto

A penicilina é produzida pelas bactérias cuja populacao, para tal, deve crescer.

Para tal deve ser adicionado substracto ("alimento").

O substracto tem no entanto um efeito de inibigao da producao da penicilina.

Para maximizar a producao de penicilina, ha portanto um compromisso na

escolha da taxa de adicao de substracto, que vai ser a variavel manipulada.

Este efeito esta incluido no modelo considerado.

J. Miranda Lemos IST-Seccao de Sistemas e Controlo




Introdugdo ao Controlo Optimo 4-Optimizagao de um fermentador S

X =buX — uX
P=c(l-u)X

Por simplicidade, admite-se que o sistema de unidades ¢ tal que
b=1 c=1 u=05
Tem-se assim o modelo:
X — buX — ,LlX Condicdes iniciais:
X(0)=1
P:C(l—u)X P(0) = 0
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Problema de Controlo Optimo do Fermentador

Modelo de estado e condicdes iniciais:

X = buX — ,LlX CondigOes iniciais:
: X(0)=1

Obijectivo:

Determinar U(t) 0<t<T T fixo, porformaaque J = P(T)seja maximo,

sujeito a restricao (que define o conjunto dos controlos admissiveis):
O<uc<l

Escreva a equacao adjunta para este problema.

J. Miranda Lemos IST-Seccao de Sistemas e Controlo




Introdugdo ao Controlo Optimo 4-Optimizagao de um fermentador 7

Recordacoes uteis:

dx

E = f (X,uU) x(0) = X,

3= p(x(T)) + [ Lix,udt
= p(x(M) + | L)
Equacao adjunta e condigao terminal no co-estado:

~ A'= A'f, (x,u) + L (X, u) A(T) =y, (X(T))

Atencao: Neste problema,
X(t
X(t) = (1)
P(1)
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O funcional de custo em geral é

J = p(x(T))+ jOTL(x, u)dt

Neste caso

J = P(T)

fermentador

Conclui-se assim que neste problema a Lagrangeana ¢é nula: L(x,u) =0

e o custo terminal é; ¥ (X(T)) = P(T) | pelo que

V (X(T) {gx"” gx’” }

=[0 1]

X=X(T)
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O co-estado tem neste caso duas componentes
A'() = [/11 (1) 4, (t)]

Como a Lagrangeana € nula, a sua derivada parcial em ordem ao estado

também o é:

L. (X,u)=0

| LOGx,u) | | (Uu=05)x (u=05 0
Como f(x’u)_{fz(xl,xz,u)}_{(l—u)xl} é fX(X’u)_{l—u O}
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Equacao adjunta:
—~A'= A f (x,u) + L (X,u)

u—-05 0
fX(X,U)Z l—U O LX(X,U) :O

Neste caso particular a equacgao do co-estado ¢é pois:
~A =U-054 +(1-u4,
~A,=0

Com condicao terminal

A(M=0 A4(T)=1
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A =U-054 +(1-u4,
~A4,=0
A(M=0 4,(T)=1
Tendo em conta as condi¢cdes terminais

A =1 0<t<T

e a equacao para a primeira componente do co-estado reduz-se a
~ A =(Uu-054+1-u
Dificuldade: A equacao depende de ut) e ut) depende

de A()...
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Sugestao:
a) Escreva a Hamiltoniana para este caso particular. Recorde que
HAXx,u)=A"f +L

b) Admita que conhece 4(1) . Determine U(t) que maximiza H , para cada t .
Tenha em conta a restricdo 0 < u<1 e admitaque X >0

c) Da alinea b) conhece a forma de U(t) em fungdo de t.Em particular, qual
o valor éptimo de  U(t) para t proximode T ? E qual a correspondente
equacao para 4,(t) neste periodo de tempo?

d) Ande "para tras" no tempo. O que acontece a 4,(t)? E a Uopimo (1) ?
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H=A'"f +L
H=Af(X,P)+ AT (X,P)+0
H=AWU-05)X+0-u)X

Pode ser escrita como
H =[(4, = Du+ (1- 054,)]X

A Hamiltoneana H é uma funcgao linear de U.
Admitindo que a biomassa € positiva ( X > 0), H ser crescente ou decrescente

depende apenas do sinal de 4, 1.
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Introdugdo ao Controlo Optimo

H =[(4, - Du+ (1-054)]X

H(u) H(w)
| | | |
0 1 u 0 1u
\//f// R/f/_//
Neste caso Intervalo de valores Neste cas
u,,70 admissiveis para u u, =1
A <1 A >1
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Como se tem a condic¢ao terminal
A4(T)=0
para t proximo de T é, neste periodo de tempo, ﬂ“l(t) =0 Logo, como

ﬂ’I(T) <1 , 0 controlo 6ptimo correspondente é:
uopt (t) =0

A equacao adjunta (neste periodo, proximo do fim) fica

— A =(Uu-054 +1-u

A,(t) =054, -1
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A equacao adjunta proximo do final do intervalo de optimizacgao &
A1) =054 1) -1  A(T)=0

Tem por solucao

/11 (t) _ i(l _ eO.S(t—T))

0.5
A, Evolucao do coestado
e controlo 6ptimo
o0 préximo do fim do
intervalo de
u =0 7 optimizacao

opt
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A1)
A é(l _ eO.S(tS—T)) —1
' &05(t-T) — 95
T log0.5=05(t,—T)
"Andando" ne/stew sentido u L= T+2logo5=T-139
passa a ser 1 no instante & em
que
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Exemplo para a situacao em que T=5

Lambda

uopt

J. Miranda Lemos
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uoptimo

uoptimo
. |

Tempo

I I I I I I LV
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

A solucao optima admite a seguinte
interpretacao: Inicialmente, todo o
esforco € para fazer crescer a
populacao de bactérias. Devido ao
efeito inibidor do substracto nao ha
producao de penicilina.

A partir do instante de comutacao o
controlo € escolhido por forma a

maximizar a producao de penicilina

J. Miranda Lemos
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E interessante ver que, admitindo a forma "tudo ou nada" da funcao de
controlo, o instante de comutacao calculado corresponde de facto a um

maximo. Repare-se que o

Principio de Pontryagin nos deu
nao apenas o instante de comutacao,
mas também a forma da

funcao de controlo 6ptimo.

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
ts
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e O modelo a partida € muito simplif  icado. A utilizacado de modelos mais
realistas (em que as taxas de crescimento dependem, elas préprias, do
estado) conduz a um problema de Controlo Optimo dito "Singular”, em que a
Hamiltoneana nao depende explicitamente de u.

e Num problema real de optimizacdo de fermentadores, T nao € a partida fixo,
mas deve resultar da optimizacao. is to conduz aos problemas de tempo
terminal livre.

e A existéncia de um modelo é critica . Em processos de fermentagao € muito
dificil dispor de bons modelos devido a variabilidade genética das bactérias

(a qual € encorajada para aumentar a producao).
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Embora baseado num modelo muito simples, este exemplo ilustra alguns

aspectos importantes:

e A maneira backwards (do fim para o principio) de integrar as equagoes do
co-estado

e A solucao bang-bang (tudo ou nada) do controlo 6ptimo, que implica a
existéncia de restricoes

e A aplicabilidade do método a problemas industriais e Bio-Engenharia
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5.Problemas com restricoes no estado terminal

Obijectivo:
Generalizar o Principio do Maximo de Pontryagin para problemas com
restricoes de igualdade no estado terminal. Introduzir a equacao de

Euler-Lagrange a proposito da solucéo do problema do Braquistocrono.
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Principio de Pontryagin - Formulacao do Problema

com restricdes de igualdade no estado terminal

Sendo x o estado do sistema com entrada u, que satisfaz a equacao de
estado seguinte T fixo X=f(xu  X(0) =X tE[O’T] u(t) e U
pretende-se determinar a fungdo U, definida no intervalo [0, T] que maximiza o
funcional de custo J definido por

J(u) = Y(x(T)) +} L(x, u)dt

Sujeita as restricdes no valor terminal do estado

x(M=x i=12,...,r<n

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo




Introduc&o ao Controlo Optimo 5-Problemas com restricbes no estado terminal 3

Recorde-se a expressao para a variacao do funcional de custo

83 =W, (x(T)) - ﬂ’(T)+ _(T[[Hx(ﬂ,x, u)+ 2’]5xdt + i[H(/l,x,v) — H(A,x,u)|dt

A variacdo é zero para as componentes

especificadas %(T) =% 1=12,...,1

Para estas componentes, nao existem assim condi¢cdes terminais no co-

estado ou seja 4(T)i=12,...,r sao livres.
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Principio de Pontriagyn (problemas com restricbes no estado final)
Ao longo da trajectoria Optima para X, u e A verificam-se as seguintes

condicdes necessarias para a maximizacao de J:
X = f(x,u) x(0) = X, te|0,T| u(t) e U
x(Ty=x 1=212,...,r<n
= A7(1) = A7(0) f,(X(t),u(t)) + L(X(t),u(t))
AT)=Y (x(T)). i=r+Lr+2,...,n

Para cada t, a hamiltonia H, definida por H(4,X, U) = AF (X, u) + L(x, u)

€ maxima para o valor optimo de u(t).
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6.Problemas de tempo terminal livre e
Controlo Bang-bang
Objectivo:

Mostrar num caso simples como se pode usar o Principio do Maximo de

Pontryagin para problemas com tempo terminal livre numa situacao simples.
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Em geral, nos problemas de tempo terminal livre existe a condicao adicional:
H(A(T), x(T), u(T)) = 0

No problema que se vai considerar a seguir, no entanto, esta condicdo néao é
usada. Recorre-se a estrutura do controlo 6ptimo dada pelo Principio de

Pontryagin.

Dado que o controlo optimo é dado pela comutacdo entre valores maximos e
minimos da variavel manipulada, diz-se que a estratégia Optima € do tipo

"bang-bang".
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Exemplo: Carro de empurar

Problema: Dado o carro com equac0des da dinamica

Xl(t) =% (1)

X () = u(t)
determinar o controlo Optimo que satisfaz a restricao u®)[ <1 e gue leva o
estado de uma condicdo inicial [%(0) X,(0)] & origem [0 O em tempo

minimo.

Repare-se que o funcional de custo se pode escrever

J = [d @
0
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Uma vez que o estado terminal é completamente fixado, ndo existem
restricoes a impor ao co-estado. O co-estado sera pois conhecido a menos de

constantes. A equacao do co-estado é:
= A7(1) = A7(0) f(x(t),u(t)) + L(x(t), u(t))
Como L =1, a sua derivada (vector) em ordem ao estado é nula; L, =0

f 1% o 0 1
Como (X, u) = u | @ matriz Jacobianaé * |g 0

-4 A|=[4 12]{8 ﬂ
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01

_[/.11 /.12]:[/11 /12]0 0

As equacoes verificadas pelo co-estado sao assim:

4 =0
Estas equacdes tém por solucéao

ﬂ’l(t) =7
jQ(t) =7, — 7[1(1:)

7T, 7T, constantes desconhecidas

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo




Introduc&o ao Controlo Optimo 6-Problemas de tempo terminal livre 6

A Hamiltoneana H =4'f +L é neste caso
H(A, X, u) =1+ AX, + AU
Sendo a Hamiltoniana linear em U, o controlo éptimo é atingido no maximo e

no minimo dos valores admissiveis para U, que sdo -1 e +1.

Repare-se que neste caso se pretende minimizar a Hamiltoniana.

Para que a Hamiltoniana seja minima:
e Quando 4, >0 o controlo 6ptimo é Uy, = -1

e Quando 4, <0 o controlo 6ptimo é Uy = +1
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Tém-se as seguintes possibilidades:

Ao +1 utt
) w be
u(t)
+ 1 +1 Ao .
1 /1'2 4 U(t)

Repare-se que, sendo 4(t) uma recta, 42(t) =7, — 7t o controlo éptimo

tem no maximo uma comutacao.

Como determinar os instantes de comutacao?
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Integrem-se as equaces num intervalo de tempo em que o controlo U ¢é

constante. Obtém-se:
X, (t) = %,(0) + ut

X,(t) = x,(0) + X, (0)t + % ut’

Por forma a obter a evolucdo no plano de estado, elimine-se U entre estas

duas equacoes. Da primeira:
t= U(X2 (1) - X%, (O))

Substituindo na segunda equacao:

RN
Xl(t) = )(1(0) +EUX2 (t) 5 UX; (0)
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RN
Xl(t) = )(1(0) +EUX2 (t) 5 UX; (0)

As trajectorias no plano de estado sao parabolas de eixo horixontal, com a

concavidade virada para a esquerda se u=-1 e virada para a direita se

u=1.
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Como s6 pode haver uma comutacéao Xp
u=-1 nesta zona

da curva de

no controlo optimo, isso conduz a comutago (x,(0).:(0))

Curva de

uma regra simples para a escolha comutagao Ue-1
do controlo consoante a regiao do u=t1

espaco de estados em gque nos K
encontramos: Acima da curva de .
comutacéo o controlo é -1. Abaixo da cuma e

é +1. Quando nos encontramos
sobre a curva de comutacdo, no ramo superior o controlo é -1 e abaixo é +1.
Deste modo consegue atingir-se a origem apenas com uma comutacao do

valor do controlo.

J. Miranda Lemos IST-Seccéo de Sistemas e Controlo




Introduc&o ao Controlo Optimo 6-Problemas de tempo terminal livre 12

u=-{1

nAR

-0.5

\< li=-1
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O—»

t

Clock

Mint1.mdl

Controlo de Tempo Minimo para a origem
do carrinho de empurrar

To Workspace
4> u
To Workspace2
x1
MATLAB u 1 x2 1
' Function » ; > g
MATLAB Fcn Integrator Integrator1
} X
To Workspace1

function out=comuta(u)

% Calcula o controlo 6ptimo para o
% problema de tempo

% minimo para a origem do

% carrinho de empurrar

if u(1)<0
if u(2)>sqrt(-2*u(1))
out=-1,
else
out=+1,;
end;
else
if u(2)>-sqrt(2*u(l))
out=-1;
else
out=+1;
end;
end;
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