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1.Introducéo aos problemas de Controlo Optimo

Obijectivo:
Introduzir a formulacdo dos problemas de Controlo Optimo
e mostrar que se esta face a problemas que os métodos de

optimizacao estudados na Analise elementar ndao resolvem
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Exemplo: Carro de empurrar

Pretende-se acelerar um carro de modo a maximizar a distancia total

percorrida num intervalo de tempo fixo T menos o esfor¢o total medido por

1T
Esforco = — | u®(t)dt
c Zjo (t)

7=0
I

\ 4

u Z
>

Q Q)

Qual deve ser a funcéao
u(t) 0<t<T »
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Formulacao matematica do problema

Dinamica do carro (assume-se massa=1):
d’z
dt*

A dindmica do carro

u Impoe uma restricao

Objectivo: Escolher a funcao
u(t) 0<t<T

gue maximiza
J € uma "funcao"

gue transforma

1T
J(u) = z(T) — = | u?(t)dt
/ ZJO N

Espaco total Esforco

funcoes em

ndmeros reais

percorrido dispendido
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O funcional J faz corresponder a cada elemento do espaco das funcoes
seccionalmente continuas no intervalo [0, T] um numero real.
J(u) IR

>  Repare-se que ndo podemos

encontrar a funcdo u que maximiza

~ dJ
J resolvendo a equacéo —=0

porque u € uma funcgao e existe

num espaco de dimenséao infinita

Consoante a "forma" da funcéo, assim o valor de J correspondente.
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Um problema classico: O Braquistocrono

Qual a forma da curva que liga os pontos A e B de tal forma que um ponto
material, abandonado a accéao da gravidade, deslize (sem atrito) de A para B

em tempo minimo?

A (0, 0) X
Qual a funcao y(x)
gue minimiza o
tempo de percurso
P=mg entre A e B?
y B(x,y)
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Célculo do tempo de percurso conhecendo Y(X) 0<x<Xx,

Nao havendo atrito, em cada ponto a energia cinética € igual a perda de

: : 1 .
energia potencial pelo que Emvz = Mgy ou seja:

V(X) = /20y(X)

mas, sendo s 0 comprimento de arco,

Cds AP +dy? (dyjz dx 7 dx
v(x)—Olt SR 1+ ™ .a—\/1+(y(x)) —
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Da conservacao de energia:

Da cinematica;

v(x) = y/20y(x)

v(X) = \/1+ (y’(x))2 &

Combinando as duas expressoes:

dt

J20y(X) = \/1+ (Y'(x))

” dx
dt
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J20y(X) = \/1+(y’(x))2.%

ou seja

dt \/1+ (y’(x))2

dx 2gy(x)

O tempo de percurso obtém-se por integracao
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Se conhecermos a funcéo y(x), podemos determinar o tempo de percurso

atraves de
o n (y/(x))z
= I dx
o | 20y(X)
Por exemplo, se o trajecto for um segmento de recta entre os pontos A e B,
. _y A (0, 0) X
Y(X) = OX com &= /Xz
B(x.,y)
y o ¥
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O tempo de percurso atraves de um trajecto rectilineo €, portanto:

X2 1+(y’(x))2dx ]-2 1+0:2_X_y2d 1+ o
0

X=_ |——2X%°
"\ 29y(x) 290 20

Se quisessemos comparar com o tempo correspondente a outra curva (por
exemplo um arco de circunferéncia), podemos fazé-lo e decidir qual das duas

curvas corresponde a um trajecto mais rapido.
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A expressao

o | 20y(X)

define o nosso funcional. Jy)=T IR
L

A cada funcéo derivavel Y(X) definida

no intervalo [0,x,] e que respeita as

condicdes fronteiras Y(0)=0 e

y(X;) =Y, faz correspopnder um

ndumero real (o tempo de percurso).
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A guestao é que ndo podemos examinar exaustivamente todas as hipoteses
(porgue ha infinitas possibilidades).

E necessaria uma nova ferramenta matematica para lidar com estes
problemas de optimizacéao.

Uma ideia consiste em usar um método de variacdo: A solucdo de tempo
minimo para a funcdo y € tal que qualquer variacdo leva a um tempo de

percurso maior.

T minimo T da solugao
\ / perturbada
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O problema pode ser formulado como um problema de controlo, definindo a

, . _ dy
variavel manipulada u como Y= . Tem-se:

Minimizar:

X2 2
T:j 1+ u(x) dx
o U 29y(x)

sendo a "dinamica do sistema"

&,

dx

sujeito as condicdes fronteira

y(0)=0 Y(Xz) =Y,
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O problema do Braquistocrono foi publicado em 1 de Janeiro
de 1667 por Johann Bernouilli como um desafio a comunidade §
cientifica. Nada é mais atractivo para as pessoas inteligentes
do gue um honesto problema que as desafie e cuja solucéo
traga fama e permaneca como um monumento duradouro,

escrevia ele.

Galileo sabia ja, 60 anos antes, que o trajecto de tempo
minimo ndo podia ser uma recta, embora pensasse, erroneamente, que era um arco

de circunferéncia.

Ao desafio de Johann Bernouilli corresponderam seis dos espiritos mais brilhantes da
época: O seu irmao mais velho Jacob, Leibniz, Tschirnhaus, I'Hopital e Newton (que
publicou a solugcao anonimamente e sobre a qual Leibniz disse a ceélebre frase

"reconheco o ledo pelas suas garras".
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Uma perspectiva historica do problema do Braquistocrono e das suas relacdes

com o Controlo Optimo pode ser vista em

Sussmann, H. J. e J. C. Willems (1997). 300 Years of Optimal Control: From
the Brachystochrone to the Maximum Principle. IEEE Control Systems,
17(3):32-44.
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Forca de arrasto minima

Qual a forma de uma ogiva com forca de arrasto minima?

Este problema foi resolvido por Newton em 1686 (dez anos antes do desafio
de Johann Bernouilli sobre o braquistocréno). Newton pensava em aplicacbes
em navios, mas o0 modelo que usou para a forca de arrasto (que € o que aqui
se considera) é apenas valido para fluidos rarefeitos a velocidades

hipersonicas.
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r(x)

r(L)

\%

A velocidades hipersonicas a forca de

arrasto D vem dada aproximadamente por
D = -2 j C rdr

em que g é a pressao dinamica suposta
constante e
c - 2sin°g para 6=0
P 0 para <0
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A cada forma da ogiva corresponde uma forca de arrasto.

"Espaco” das formas possiveis
Dimensao infinita
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r
a
—a
o) ——
| (L)
X= L r/\) X
. k /
= —219 j 29in” érdr L
L =
X=

Pode ser formulado como um problema de Controlo Optimo:

Minimizar:
D ¢ oru’
— r(L gt _[
472q ) 1+ u®
sujeito a restricao imposta pela "dinamica”
dr
—=Uu
dx
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