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3 — Identificacao Recursiva.

Objectivo: Introducao as técnicas de identificacdo Recursiva
com Aplicacdo no Controlo Adaptativo: O Método dos

Minimos Quadrados. Limitacdes.
Referéncia: AW cap. 13
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Ajuste de uma recta a dados experimentais

Uma situacao experimental:

Pretende-se relacionar a corrente | com a

tensao V no circuito da figura.

Para tal sao aplicados diversos valores de

tensao a resisténcia e registados os dados

Tensao [volt] (

Corrente  [mA]

Vi=1
V=2
V=3
V=4

11=2.1
12=3.9
13=6.2
1.=7.9

7 e
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Sob certas condigoes, a relagao tedric a (0 modelo) existente entre a tensdo V

aplicada a resisténcia e a corrente | é:
| =gV

em que 9 é um pardmetro que se pretende estimar a partir dos dados.

10

Devido aos erros experimentais, os pontos

9L

experimentais nao se encontram exactamente

sobre arecta | = 9V mas tém desvios.

I [mA]
[6)]

Como decidir qual a recta melhor ajustada? 3|

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
V [wolt]

J. Miranda Lemos IST-DEEC - Area Cientifica de Sistemas, Decisdo e Controlo




Controlo Optimo e Adaptativo 3-ldentificacdo Recursiva 4

De acordo com o Principio dos Minimos Quadrados é escolhida a recta que

minimiza a soma dos quadrados dos desvios.

De acordo com este principio, a estimativa de 9 é tal que minimiza

J(9)=(21-gx1)" +(39-gx2) +(62-gx3) +(7.9-gx 4)

/N

O que efectivamente O que esperamos que seja a

b corrente quando a tensao ¢é 2
observamaos
(Depende da estimativa de )
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e "custo" J(9) associado ao critério de minimos quadrados

J(9)

A

o]
o
o

\ 4

o
o
o

9 g
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Como J(9) é uma funcdo quadratica de g, a estimativa de minimos

quadrados verifica a equacao

1di|
E@ 9=d }
ou seja
—1><(2.1— g ><1)—2><(3.9—Q><2)—3><(6.2— g ><3)—4><(7.9—@><4)=O
Esta equacao simplifica-se para 60g —1201 = 0 sendo a estimativa de
minimos quadrados dada por
g = 2.00
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Ajuste de uma recta a dados experimentais (Caso geral)
Suponhamos que a relagéo tedrica entre duas grandezas X e Y ¢é do tipo
Y = aX

em que @ € um parametro desconhecido que se pretende estimar.

Repare-se que, conhecendo uma estimativa de a podemos responder a

perguntas do tipo "Se X valer ... quanto se espera que valha Y ?"
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Suponhamos que sao observados N pares (X, Y%)i=1....n correspondentes a

outros tantos ensaios experimentais. Dispde-se da tabela

X Y
X, Y,
X, Y,
X, Y,
X, Y,
X Y;
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Pretende-se estimar a recta melhor  ajustada aos dados experimentais, de

acordo com o critério de minimos quadrados.

10

De acordo com esta critério, a estimativa é
tal que minimiza a soma dos quadrados dos o L |
desvios: 6 i
- ?
n 5 £ 5|
J@) = 3 (Y - aX,) *
. 3+ 0
I:1/ \
O que efectivamente O que estamos a % 05 1 15 2z 25 3 35 4 45 5
observamos espera que seja Y; v
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A estimativa de minimos quadrados verifica a equacao (eq. "normal"):

1di|
2dal,_,;
ou seja
n
X,(Yi — aXi) =0
i=1
esta equacao tem por solucao
DR
o = =1
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Minimo ou nao?

1dJ
A condicao 55, =0 nao garante necessariamente que J(@) seja minimo

ry

para « = a. E necessario impor uma condi¢cao na segunda derivada:

d’)
=) X?>0
da’ ,;

Neste exemplo, esta condicao € veri  ficada se for feita pelo menos uma
medida com X # 0 (o que tem uma interpretagdo geométrica imediata).
Veremos a seguir que se estimarmos mais do que um parametro a segunda

derivada deixa de ser um escalar. A condicao de minimo € entao a de que 0s

dados sejam tais que a matriz de segundas derivadas seja definida positiva.
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Bom, ou apenas optimo?
A estimativa de minimos quadrados € "optima" no sentido em que minimiza
um funcional de custo. No entanto, o funcional de custo pode ndo ser o mais

adequado.

Como caricatura, pode dizer-se que os bons reldégios s&o os que estao
parados pois dao horas absolutamente certas duas vezes por dia.
Um outro exemplo € o de um cacador que vé dois pombos. Se disparar para o

ponto que minimiza a distancia meédia quadratica aos dois pombos...

Isto sugere que por vezes sao necessarios outros criterios.
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Outros critérios de Estimacao
Os exemplos anterios sugerem a utilidade de utilizar critérios que
ultrapassem as limitacbes dos Minimos Quadrados. Um dos mais utilizados

em Estimacao € o critério de Maxima Verosimilhanca.

No entanto, quando a motivacdo é o C ontrolo Adaptativo, os Minimos
Quadrados gozam (quando integrados num  sistema de controlo em cadeia
fechada) de propriedades que os tornam suficientes para muitas aplicacoes.

Sao além disso simples e de convergéncia robusta.

Sao assim o unico algoritmo de estimacao que sera estudado nesta disciplina

(0 que, repete-se, nao implica limitagcbes em termos de controlo adaptativo).
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Carl Frederich Gauss (1777-1855) utilizou pela primeira vez
o critéerio de minimos quadrados para a estimacgao de
parametros em equacgdes.

Em 1801, o astronomo italiano Piazzi observou pela primeira

vez um pequeno planeta denominado Ceres. Infelizmente, a

duracdo das observacdes era muito curta devido a Ceres se

ser escondido atras do Sol, pelo que estas eram insuficientes para estimar os
parametros da sua orbita pelos métodos tradicionais. Recorrendo ao critértio
dos minimos quadrados, Gauss efectuou um a estimativa (bastante diferente
das obtidas pelos métodos classicos) que foi brilhantemente confirmada pelas

observacoes experimentais.
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Qual a estimativa de minimos quadrados

da aceleragao da gravidade 9? 0 e
t2
Modelo: N= 95 *¢
tis] | h[m]

18.49 ht) ©

2 20.05

3 50.65

472.19

5 129.85 _

6 171.56
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Estimacao de parametros em equac0Oes de diferencas

Modelo:

y(t)+ay(t-1)+...+ay(t-n)=bu(t-1)+... +b u(t—m-1)

Problema: A partir das amostras de U e Y, estimar os parametros a; bj

U .
S/stema a y
: Identificar :

11711, hnatl
—

v

J. Miranda Lemos
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Exemplo Ruido branco de média nula.

. . Traduz erros no modelo
Considere-se o sistema /
y(k+1) =ay(k)+bu(k)+e(k +1)
Dados recolhidos

1000 1000 1000

2,y (k) =30 DU’ (k) =50 2 y(k+Dy(k) =1

1000 1000
> y(k+Du(k) =36 > y(k)u(k) =20
k=1 k=1
Determinar as estimativas de minimos quadrados dos parametros a e b

® Escrever a funcional de minimos quadrados

e Calcular as derivadas parciais em ordem aos parametros e igualar a zero
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J=2

éZ y* (k) + BZ y(kju(k) = Z y(k)y(k +1)

az u(k)y(k) +BZ u? (k) = Zu(k)y(k +1)

2l
a

A

a -2 (] y(k + 1)~ ay(k) - bu(k)] =

N

23S

N

> [y(k +1) —ay(k) - bu(k)]’

—Zy(k)[y(k +1)—ay(k) —bu(k)] = 0

a=-061

304 +20b =1

204 + 500 = 36

b = 0.964
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Notacao matricial
Se quisermos resolver o problema de estimacao para um numero arbitrario de

parametros temos de usar a notacao matricial.
y(t)+ay(t-1)+...+a,y(t—n)=bu(t—1)+...+ b u(t—1—m) + e(t)
Define-se o regressor , ? ,como
o'(t-1)=[-y(t-1)...—y(t—n)u(t-1) u(t—1-m)]
e o vector de pardmetros a estimar, ¢,como
0'=la,...a, b ..b]

O modelo escreve-se:
y(t) =o' (t-1)0 + e(t)
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Critério de Minimos Quadrados

Dadas N observacées, estimar o vector de parametros &, por um vector @

por forma a que o funcional seguinte seja minimo:

1(6) = %z[ym —opt-1

t=1
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-y
y(2)

Ly

| Y(N) |

Y(N) |

y(2)

6 +

o)
e(2)

e(N)

)
e(2)

&(N)_
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RION
y(2)

L Y(N)

/

V[N xl]

cﬂ’('\i -1).

\

6 +

\

o)
e(2)

_e(N)_

(D[N X np] [np ><1]

O conjunto das N observacgobes satisfaz:

y=D00+¢

N\

g[N x 1]
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Funcional de minimos quadrados escrito matricialmente:

Como:

Vem:

1 e 1 __
J(0) ZNMZ =oNEE
E=y- DO

O funcional de
minimos quadrados
1 7/ ! ! \7 A
J(H):m(y ~0'0')y-®P)  éumaforma
1 quadratica em 0

J@ﬂzzﬁ{vy—27®9+9@WD@
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A estimativa 6 de minimos quadrados satisfaz

VGJ(Q)‘ ;=0

Gradiente da forma quadratica

Recordando:

vem

V. (X'AX) = 2x'A

J(0) = %(y’y— 2y'00+ 0'D' DY)

1
V.J)=—(-2V'®+20D'D
o 2N( V' +20 )

J. Miranda Lemos

IST-DEEC - Area Cientifica de Sistemas, Decisdo e Controlo




Controlo Optimo e Adaptativo 3-ldentificacdo Recursiva

25

A estimativa de minimos quadrados satisfaz pois a equacao

1
V,J=—|(-2YD0+20d'D
5J 2N( y'® +20'D' D)

ou seja

ou, transpondo
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Equacao Normal

Em conclusdo, a estimativa de minimos quadrados do vector de parametros ¢

do modelo de regressao linear
y(t) =@’ (t-1)0 + e(t)
satisfaz a equacao matricial (dita equacao normal)
O' DO =Dy
Se existir ainversade ®'P a estimativa de minimos quadrados existe e é

unica, sendo dada por

0=(0'D) @y
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Exemplo - Invertibilidade da matriz ®'®

. . Ruido de
Considere o sistema - e
y(k) =bu(k —=1) +bu(k — 2) + e(k)
a) Diga se € possivel determinar estimativas dos parametros by e by quando a
entrada é sempre u(k)=1 Vv, ?
b) E se se souber que b, =07

c)Ese u(0)=0e uk)=1 V,,,?

Sugestao: Escreva a matriz ®'® quando N=4 e depois considere o que

acontece para valores de N superiores.
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CondicOes de Excitacao Persistente
Para que a estimativa de minimos quadrados exista e seja Unica € necessario
que a matriz  ®'® seja definida positiva. Caso contrario o funcional de

minimos quadrados nao tem um minimo.

A matriz ®'® é definida positiva se os dados forem suficientemenbte ricos, o

gque depende da entrada do sistema.

As condicoes na entrada do sistema que levam a que ®'d >0 dizem-se

condi¢cOes de excitacao persistente.
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Matriz de Covariancia do Erro de Estimacao e Matriz de Informacéao

Define-se a matriz de covariancia do erro de estimacido como

/

P =E|(0-6)0-9)

No caso em que os residuos formam uma sequéncia branca, tem-se:

DA estimativa de minimos quadrados é centrada (a média do erro é zero):
E|6-6]=0
I)Sendo a variancia dos residuos unitaria:

P=(0®)"
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Este ultimo facto motiva que se denomine matriz de informacao a matriz dada

por

A=P =00
Note-se que o facto de as estimativas de minimos quadrados nao serem
centradas quando o ruido € colorido ndo € uma limitagcao em Controlo
Adaptativo (embora implique o recurs o a outros métodos quando a motivacao

é outra, por exemplo identificagao).

Isto deve-se ao facto de o Controlo Adapt ativo identificar o sistema em cadeia

fechada. Posteriormente voltaremos a este aspecto.
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Estimador Recursivo

Objectivo: Obter a estimativa combinando uma estimativa anterior com novos

dados sem ter que reescrever a equagdo normal.

Novos dados

Estimativa anterior 6(t-1) e /RE Novas, estimativa o(t) e

variaveis auxiliares P(t—1) N variaveis auxiliares P(t)

Em inglés: RLS = Recursive Least Squares

J. Miranda Lemos
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Estimador no recursivo dadas 1 observacoes:
o(t) = (©'D) D'y

Pode ser escrita como (mostre!):

o(t) = AT y(k)g(k ~1)

em que a matriz de informacao € dada por

At) =D ok -1’ (k-1)
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Matriz de informacao verifica
A(t)=A(t-D+o(t-1e'(t-1) (1)

Tem-se ainda

00 =N OXYKek-1) o o ADID = yKek-D 4

Pretende-se: Escreva 4(t) como funcdo de 6(t-1), de A(t), de y(t) e de o(t-1)
Sugestao: Isole o ultimo termo do somatorio em (2).
Escreva (3) para t-1;

use (1);
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o(t) = A0 y(k)e(k - 1)

o(t) = A (1) +y(t)e(t - 1)}

At-DAE-1) =3 yK)p(k-1)

6(t) = A O A-1)6(t 1)+ y(t)p(t - D]
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A(t) = A O A-D)0( 1)+ y(t)p(t-1)

|

At=1) =A(t) —p(t -D)o'(t-1)

Assim:;

A(t) = A O AMAE -1 - ot - D' (t - DOt - 1) + Y(D)p(t - 1)

6(t) = Ot -1 + A (Do(t - [ y(t) - ' (t ~A(t - D)
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As equacbes do estimador recursivo sao:

E necessario inverter uma

matriz em cada iteracao

o(t) = é\(t—l)m1(t)(p<t—1)[y<t)—¢'<t—1>é(t—1)]
f ! \

Nova Estimativa Ganho Diferenca entre o que esperamos que seja y(t)

anterior . dada a estimativa e o qure observamos
vectorial

A)=At-D+o(t-De'(t-1)

estimativa
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Sera que podemos alterar o algoritmo para evitar inversao de matrizes?

O(t) = Ot -1 + A (Do(t -] y(t) - ' (t ~DA(t -

A)=At-1)+o(t-De'(t-1)

Se trabalharmos com a matriz de covariancia as equagoes ficam:

6(t) = 6(t - 1) + PO (t - D] y(t) - ' (t - DAt - )]

P(t) =[A(t-1) +p(t-De'(t -]
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P(t) = [At-1) + p(t -’ (t -1)]”

Lema de inversao de matrizes

[A+BCD]" = A~ A”B[DA'B+C™] DA

Aplique-se este lema com
A'=A(t-1)=P(t-1) B=¢(t-1) C=1 D=¢'(t-1

Obtém-se:

P(t) = P(t-1) - P(t - D)ot 11¢,(t ~1)P(t-1)

Escalar
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Algoritmo de Minimos Quadrados Recursivo (RLS)
Modelo:

y(t) = ¢'(t=1)6, +e(t)

Estimador:

A(t) = 6(t - 1) + K@) y(t) - 6(t - D (t - )]

"Ganho de Kalman"

"Equacao de Riccati"
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Exercicio
K(t) = P(D)e(t-1)

p(t) = P(t—1)— =Dt =De'(t=1)P(t—1)
1+¢'(t-1P(t-Dp(t-1)

Mostre que o ganho de Kalman e a equacao de Riccati podem ser escritos

como.

<) - P=Do(t=1
1+¢'(t-)P(t-L)p(t 1)

P(t) =[1 - K(t)e'(t -1 |P(t-1)
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Exemplo: Estimacéo recursiva de um parametro

;. y(t) = p(t -1, + e(t)
6 =2
4.5+
al Ganho de Kalman
i Ganho do estimador:
5 Ganho fixom0.5 Alto leva a convergéncia rapida mas a
) / grande variancia das estimativas em

/ regime estacionario.

/' Baixo leva a convergéncia lenta.

1 Ve \ O ganho de Kalman é alto no inicio e
-/ Ganho fixo=0.03 . . .
sl S baixo no fim, variando no tempo.
I
0 / | | | | | | | | | ]

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
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Programa MATLAB usado no exemplo

thris=0;
thsm=0;
thbig=0;

p=10;
thetal0=2;
tfinal=200;

for t=1:tfinal
pp(t)=p;

fi=1+0.1*rand;
y=thetaO0*fi+0.2*randn;

p=p-p*Fi*Fi*p/(L+Fi*p*Fi);

kalm=p*fi;
thris=thris+kalm*(y-thris*fi);

thsm=thsm+0.03*(y-thsm*fi1);

thbig=thbig+0.5*(y-thbig*fi);

sth(t,1l)=thrls;

sth(t,2)=thsm;

sth(t,3)=thbig;
end;

axis([O0 tfinal 0 5])
hold on

plot(sth)

hold off

J. Miranda Lemos

IST-DEEC - Area Cientifica de Sistemas, Decisdo e Controlo




Controlo Optimo e Adaptativo 3-ldentificacdo Recursiva 43

Este exemplo ilustra a convergéncia dos minimos quadrados recursivos.
Inicialmente, como a nossa incerteza sobre o valor verdadeiro do parametro a
estimar € grande, escolhnemos um valor elevado para a covariancia.

Neste caso, P =10. O ganho de Kalman é elevado inicialmente pelo que a

convergéncia € rapida.

A medida que o tempo passa e vamos |
recebendo dados, P diminuie o \
ganho de Kalman também. Isto leva a

convergéncia da estimativa pois o termo

de correcgao fica progressivamentre menor.

I I I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
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O estimador pode ser encarado 6
COmMO um mecanismo que reduz

a nossa incerteza sobre o

4r [ Parameter probability density |

given 200 obsenations

/

valor verdadeiro do parametro

atraves das observacoes.

w
T

A incerteza € medida por uma

funcao densidade de probabilidade

Initial parameter probability

do erro na estimativa. Neste 1l density function
exemplo esta incerteza € gaussiana /
0O 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

e com variancia proporcional a P .
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Apenas a soma pode ser estimada

Densidade de
probabilidade

dos parametros

Aumentando o numero de observacgoes, r eduz-se a incerteza da soma mas

mantém-se a incerteza na direcg¢do perpendicular (assume-se U constante).

Um exemplo com parametros nao identificaveis
y(k) = byu(k —1) + bu(k — 2) + e(k)

[ e R B B B
|
|
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Um exemplo de n&o identificabilidade de parametros em cadeia fechada

Modelo do processo:
y(t) = ay(t—1)+bu(t-1)+e(t) (v

A este sistema esta acoplado o controlador:
u(t) = —Ky(t)
Seja £ uma constante arbitraria. Da equacao do controlador

pu(t) + pKy(t) =0

Como a quantidade pu(t) + SKy(t) =0, podemos adiciona-la a (*) e obter:

y(t) = (@a+ AK)y(t-1) +(b+ Fu(t - 1) +e(t)
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Assim, o sistema, em conjunto com o controlador, € descrito pelo modelo

y(t) = (@a+ AK)y(t-1) +(b+ Fu(t -1) +e(t)

iIsto mostra que parametros tais que
a=a+ K b=b+/f

conduzem a mesma relacido entrada/saida. Eliminando [, obtém-se a

seguinte relacao entre as estimativas e os parametros a estimar
N 1, .
b=b+-—(4-a)
K

Qualquer estimativa (8,0) que verifique esta condicdo descreve igualmente

bem o comportamento entrada/saida.
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>~
>

7 2

N
a
As estimativas pertencem a recta, mas nao sao necessariamente proximas
dos valores verdadeiros. Para que o sejam, pode:

e Fazer variar-se o ganho K

e Adicionar um sinal externo ao controlo
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Adormecimento dos minimos quadrados recursivos
Se os dados forem adequados, os elementos do ganho de Kalman diminuem
a medida que o tempo passa, tornando-se eventualmente muito reduzidos se

o ruido for baixo.

A partir dai, as estimativas tendem ato rnar-se constantes. Se o sistema a
identificar sofrer alguma alteracao, sera necessario muito tempo para que as

estimativas convirjam para o novo valor.

Diz-se que o algoritmo adormeceu.
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Esquecimento exponencial
O adormecimento dos minimos quadrados recursivos acontece porque o

algoritmo pesa igualmente os dados recentes e os do passado remoto.

Para o evitar, pode modificar-se o funcional de custo por forma a pesar menos

os pontos do passado:

3(6) = %Z ﬂJ\k[y(t) o' (k-8

Peso exponencial, menor nos dados mais antigos

A A da-se o nome de factor de esquecimento. Tem-se 0 <A <1
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Memoaria assimptotica

A memoria assimptotica N da-nos uma ideia do nimero de dados que

influenciam a estimativa actual.

A N

1 1 o0
N = 1- 2 0.99 100
o 0.98 50
0.95 20

e A pequeno -> Poucos dados retidos; algoritmo "agil" a seguir alteragdes

e Agrande-> Muitos dados retidos; algoritmo lento a seguir altera¢cdes mas

mais preciso
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RLS com Esquecimento Exponencial

Minimiza o custo com esquecimento exponencial.

O(t) = 6(t - 1) + K@) y(t) - 6(t - D (t - )]

_ P(t-1o(t-1)
A+ (t=1)P(t-De(t—1)

P(t) =[1 -K(t)p'(t-1)|P(t-1)/ 4

Demonstre que estas equacdes minimizam o custo exponencial.

K (t)

Observe que a matriz de informacao é actualizada por

A) = AA(H -1 + ot — Vo' (t —1)
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Explosao da covariancia (covariance windup)

Pretende-se estimar os pardmetros d e D no modelo:
y(t+1) =ay(t)+bu(t) + 0le(t +1)
O valor verdadeiro dos parametros é

a=06 b=01

(este valor ndo se sabe na pratica; aqui € usado apenas para comparagao!)

Usa-se RLS com factor de esquecimento exponencial e A = 0.95
Consideram-se duas situagdes para a entrada:
e Entrada constante

e Entrada constante somada com ruido branco
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Resultados com a entrada do sistema constante

4
0.9 ! . . T T 10

0i7: | AJ\VWN J

L |
T |

> ] "
s
||

0.2

Q>

0.1

e traco de P dimunui inicialmente e a estimativa aproxima-se do valor
verdadeiro a=0.6. No entanto, devido a o sistema nao ser excitado e a usar-
se o algoritmo de esquecimento, P aumenta o causa um aumento do ganho

de Kalman e leva a fortes variacdes da estimativa.
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Resultados com a entrada do sistema variavel

4
07 ! . . T T 10

0.6 ’LW 103

0.5

Qs

0.4

0.3 ]
0
10 tr(P) e
0.2 ]
10"
0.1 | 3 ]

Quando a entrada ¢é suficientemente excitante, o traco de P nao volta a subir

devido ao esquecimento e a estimati va mantem-se proximo do valor

verdadeiro.
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Sistemas variaveis no tempo

09 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ O parametro @ muda em t=100 de 0.6
para 0.8.
A figura mostra os resultados que se

o | obtém com dois valores diferentes do

04 f factor de esquecimento. Quando este &

0.3

mais baixo, a transicao da estimativa

0.2

para o novo valor € mais rapida, mas em

0.1t

regime estacionario as fluctuacoes sao

maiores.
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Outro tipo de algoritmos de esquecimento

Para evitar os problemas com o esquecimento exponencial utilizam-se outros

algoritmos. Dois exemplos importantes:

e Esquecimento variavel no tempo. O factor de esquecimento € 1 quando a
poténcia dos residuos esta abaixo  de um dado limiar, sendo reduzido
quando a poténcia aumenta. Deste modo e liminam-se os problemas com a
explosao da covariancia;

e Esquecimento direccional. O factor de esquecimento é diferente em
diversas direcgdes do espaco de parametros, o que permite reduzir

problemas devidos a nao identificabilidade.
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Algoritmos numericamente robustos
As equacoes do algoritmo de RLS, tal como foram apresentadas, podem
apresentar problemas numéricos (embora nao no MATLAB e em simulacdes
de pequena duragao). Ha varias formas de evitar estes problemas. Uma é o
chamado algoritmo UD em que se propaga nao a matriz P mas duas matrizes,
U (triangular superior com 1's na diagonal) e D (diagonal), tal que P = UDU .
Deste modo € possivel trabalhar com uma gama de numeros menor e garantir
o caracter definido positivo de P.

No capitulo 13 de AW pode ser visto um procedimento em PASCAL para este

algoritmo.
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Efeito do ruido colorido

08, Em presenca de ruido branco a

|
H estimativa de minimos quadrados €

0.7}
Ruido colorido

\ \ centrada, 1. e., a média do erro é nula.

0.67‘ ] . e
MW Isto deixa de ser verdade quando o ruido
Valor verdadeiro

05 /MW € colorido. Na figura mostra-se a

/ , estimativa do parametro d em

Ruido branco

0.4}

y(t+1) =ay(t) +bu(t) +e(t +1) + ce(t)

0.3}t

quando C=0 e quando C=0.95

0.2

I N ESS——————————y
0O 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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O facto de os minimos quadrados fornecerem estimativas polarizadas em

presenca de ruido colorido pode parecer a partida uma limitagao importante.
Em classes importantes de controladores adaptativos de facto ndo o €.

Isto € devido a, em cadeia fechada e sob certas condicdes, sistemas com
ruido colorido admitirem um outro modelo com ruido branco. Como se ver3,
esta é a base do controlo adaptativo auto-sintonizavel (self-tuning)

descoberto no inicio dos anos 70 por Astrom e Wittenmark.
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Estimacao de Maxima Verosimilhanca com o MATLAB

z=[y ul;

na=4;

nb=1;

nc=4;

nk=1;

nn=[na nb nc nk];
th=armax(z,nn);
yh=i1dsim(u, th);

plot(t, [y yhD:
[Phi,Gamma,C,D,K,X0]=th2ss(th);
T=0.05;
[A,B]=d2c(Phi,Gamma,T);
[num,den]=ss2tf(A,B,C,D);

A estimacao de Maxima verosimilhanca faz-se com a fungao armax

A estimacao de Minimos Quadrados faz-se com a fungao arx
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Minimos Quadrados

20

40

60

80

100 120 140 160 180 200
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