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2. Modelos Entrada/saída e Modelos de Estado 
Objectivo: No final deste módulo, os alunos deverão ser capazes de 

reconhecer as duas grandes classes de modelos entrada/saída e estado e 

converter um no outro. 
 

Bibliografia: Ljung e Glad, Cap. 3 

Egeland e Gravdahl, Cap. 1 
 

Sugere-se também para modelos discretos e aplicações à computação: 

J. Hellerstein, Y. Diao, S. Parekh and D. Tilbury (2004). Feedback control of 

computing systems. Wiley Interscience. 



Modelação e Simulação – 2.Modelos Entrada/saída e Modelos de Estado       2 

J. Miranda Lemos  IST-DEEC 

 

Sistemas, sinais e diagramas de blocos 
Fisicamente, um sistema é um conjunto de elementos que interagem entre si 

e com o meio exterior. 
 

Um sinal é uma função do tempo. 
 

Matematicamente, os sistemas são descritos como operadores que 

transformam os sinais impostos pelo mundo exterior ao sistema noutros sinais 

impostos pelo sistema ao mundo exterior. 
 

Isto dito assim é horrorosamente abstracto pelo que vamos ver dois exemplos. 
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Exemplo: Um divisor de tensão 

u

R

R

y

Sinal de entrada

Sinal de saída

Sistema

 
Representação em termos de sistema: 

Multiplica por
0,5

u(t) y(t)
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O divisor de tensão “transforma” o sinal de tensão à entrada )(tu  no sinal de 

tensão à saída, )(ty . 

Esta transformação corresponde à operação matemática de multiplicar a 

entrada por 2: 

)(2)( tuty =  

Para calcular a saída no instante genérico t  apenas precisamos da entrada 

no mesmo instante. O sistema diz-se estático. 
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Exemplo de um sistema: Circuito RC 
R

C

u(t) y(t)

 
Representação em termos de sistema: 

Equação do
circuito RC

u(t) y(t)

 

uy
dt
dyRC +−=          0)0( yy =  

Neste caso o sistema é dinâmico: A saída em t  depende do passado. 
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Exemplo com múltiplos blocos: Tanque 

u

h

A

a q

 

Conservação da massa: )()( tqtu
dt
dhA −=  

Lei de Bernoulli:   ghaq 2=  

h

q

u

a

Conservação
da massa

Lei de
Bernoulli
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Entradas: Caudal de entrada u ; Área da abertura de saída a  

Saída: Nível h , caudal de saída q  
 

Podemos considerar o tanque como um sistema em que a entrada que 

podemos manipular é u , há uma entrada de perturbação a  (imposta por 

outros sistemas) e a saída é o nível h . 

Mas isto não é necessariamente sempre assim: Se uma entrada é manipulada 

ou uma perturbação, e qual o sinal de saída depende dos objectivos do 

sistema. 
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Exemplo: Controlo do nível do barrilete num grupo termoeléctrico 

Válvula de
água de
alimentação

Água liq.

Vapor

Vapor para
a turbina

Turbina

Vapor para o
condensador

Vapor c/ água liq.

Painéis de água nas
paredes da fornalha

Chama

u

w

h
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Bloco do nível do barrilete 

Barrileteu

Comando da
válvula de
água de alim.

W
Comando da
válvula de vapor

h

Nível do
barrilete

 
• Entrada manipulada: Comando da válvula de água de alimentação; 

• Entrada de perturbação: Comando da válvula de vapor 

• Saída: Nível do barrilete 

Quando se considera o vapor produzido, o comando da válvula de vapor é 

uma variável manipulada. 
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Diagrama de blocos do Grupo Gerador de Vapor (simplificado) 
Caudal
fuel Queima Pvap

Qvap

Potência activa
Turbina

w Válvula de
vapor

u Válvula de
água de
alimentação

Qgal
Din. nível
barrilete

h
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Como escrever sistemáticamente as equações que traduzem as 
operações efectuadas pelos blocos nos sinais? 

Tempo contínuo: 

• Equação diferencial de ordem n  

• Modelo de estado (sistema de eqs. Diferenciais de 1ª ordem) 

 

Tempo discreto: 

• Equação de diferenças de ordem n  

• Modelo de estado (sistema de eqs de diferenças de 1ª ordem) 
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Exemplo em tempo contínuo: Massa oscilante 

k

b

u

m
y

mola

atrito

 
 

u
dt
dybky

dt
ydm +−−=2

2

 

Como reage a mola à força externa u ? 

A mola atinge um ponto de equilíbrio devido ao peso. 

Definir um referencial a partir deste ponto. 

Seja y  a coordenada medida neste sentido. 

Pela lei de Newton: O produto da massa pela 

aceleração é igual à soma das forças que acuam no 

sentido positivo de y , 
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u
dt
dybky

dt
ydm +−−=2

2

    Diagrama de blocos: 

yyy

b
m

k
m

1
m

u
...

+

y(0)
.

y(0)
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Uma outra possibilidade: Modelo de estado 

Em vez de uma equação de segundo grau, duas equações de 1º grau. 

As incógnitas são as variáveis de estado. 

Variáveis de estado no exemplo da massa oscilatória: 

 Posição: yx =:1     velocidade: yx &=:2  

A equação u
dt
dybky

dt
ydm +−−=2

2

 é equivalente a: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−−=

=

ux
m
bx

m
k

dt
dx

x
dt
dx

21
2

2
1
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−−=

=

ux
m
bx

m
k

dt
dx

x
dt
dx

21
2

2
1

 

Neste caso, o modelo  é linear e pode ser escrito matricialmente 

u
x
x

m
b

m
k

x
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
010

2

1

2

1

&

&

         
[ ] ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2

101
x
x

y
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u
x
x

m
b

m
k

x
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
010

2

1

2

1

&

&

         
[ ] ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2

101
x
x

y
 

Definindo o vector de estado x  e as matrizes 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2

1:
x
x

x
    ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−=

m
b

m
kA

10
:

    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
0

:B
     [ ]01:=C  

O modelo de estado escreve-se na forma standard para o caso linear: 

Equação da dinâmica do estado: BuAxx +=&     Condição inicial: 0)0( xx =  

Equação de saída:  Cxy =  
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Caso geral: Equação diferencial 
Relaciona as entradas e as saídas através de uma única equação diferencial 

de ordem n : 

( ) 0)(,),(),(),(,),(),( )1()()1()( =−− tutututytytyg mmnn KK  

em que )(.,.,...,.g  é uma função, mn >  e 

)(:)()( ty
dt
dty k

k
k =  

Condições iniciais: 

0)0( yy = , 
)1(

0
)1( )0( yy = , ..., 

)1(
0

)1( )0( −− = nn yy  
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Equação diferencial linear com coeficientes constantes 

)()()()()()( )1(
1

)(
0

)1(
1

)( tubtubtubtyatyaty m
mm

n
nn +++=+++ −− KK  

Condições iniciais: 

0)0( yy = , 
)1(

0
)1( )0( yy = , ..., 

)1(
0

)1( )0( −− = nn yy  
 

Função de transferência 
A função de transferência é o quociente das transformadas de Laplace da 

saída e da entrada, com condições iniciais nulas 

n
nn

m
mm

asas
bsbsbsH

+++
+++

= −

−

K

K
1

1

1
10)(
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Caso geral: Modelo de estado 

Modelo da dinâmica:      
),,,,,,(

),,,,,,(

),,,,,,(

121

1212
2

1211
1

mnn
n

mn

mn

uuxxxf
dt
dx

uuxxxf
dt
dx

uuxxxf
dt
dx

KK

M

KK

KK

=

=

=

 

Modelo dos sensores:      ),,,(

),,,(

21

2111

nnn

n

xxxhy

xxxhy

K

M

K

=

=
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O modelo de estado escreve-se normalmente na forma vectorial como: 

Modelo da dinâmica:   
),( uxf

dt
dx

=
 

Condições iniciais:     0)0( xx =  

Modelo das observações (sensores):    )(xhy =  

x  = Vector de variáveis de estado ( dim(x)=n ) 

u = Vector de variáveis manipuladas ( dim(u)=m ) 

y = Vector de saídas (observações) ( dim(y)=p ) 
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Modelo de estado de sistemas lineares 
Equação de estado (eq. diferencial, relaciona a entrada u  com o estado x ): 

)()()( tButAxtx +=&  

Condição inicial no estado 

0)0( xx =  

Equação de saída (eq. algébrica, relaciona o estado x  com a saída y ): 

)()()( tDutCxty +=  

Dimensões: 
pmn RtyRtuRtx ∈∈∈ )(,)(,)(     [ ] [ ] [ ] [ ]mpDnpCmnBnnA ××××  

Normalmente iremos considerar 0=D  (sistemas com mais pólos que zeros). 
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Diagrama de blocos do modelo de estado 

u
B C

yxx

x

A

+

+

0

.

 
)()()( tButAxtx +=&  

)()()( tDutCxty +=  
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Conversão entre o modelo de estado de sistemas 
lineares e a função de transferência 
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Obtenção da função de transferência a partir do modelo de estado 

⎩
⎨
⎧

=
+=
)()(

)()()(
tCxty

tbutAxtx&
 

Tome-se a transformada de Laplace com condições iniciais nulas: 

)()(
)()()(

sCXsY
sbUsAXssX

=
+=

         )()()()( uTLsUxTLsX ==  

Daqui vem 

)()()( sbUsXAsI =−     →     )()()( 1 sbUAsIsX −−=  

ou seja 

)()()( 1 sUbAsICsY −−=  
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)()()( 1 sUbAsICsY −−=  

A função de transferência vem pois dada por 

bAsICsG 1)()( −−=  

Dado que 

)det(
)()( 1

AsI
AsIadjAsI

−
−

=− −

 

a função de transferência escreve-se 

)det(
)()(

AsI
bAsIadjCsG

−
−

=  
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Nota sobre Álgebra Linear – Adjunta de uma matriz 

A adjunta de uma matriz ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

ij
mM  é dada por 

[ ]TijMMadj =)(  

em que ijM  é o co-factor do elemento ijm , ou seja, é dada pelo determinante 

da matriz que se obtém eliminando a linha i  e a coluna j , multiplicado por 
ji+−1 . 

Exemplo:       ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ac
bd

dc
ba

adj
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Adjunta de uma matriz – Exemplo 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

160
005
321

M
     

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

10630
1515
0160

10150
6116

3050
)(

T

Madj
 

Para verificar o resultado, observe-se que 

3

10630
1515
0160

160
005
321

80
1

)det(
)( I

M
MadjM =

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

 

Referência: G. Strang, Linear Algebra and its Applications, 2ª ed., p 170. 
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Pólos e zeros 

)det(
)()(

AsI
bAsIadjCsG

−
−

=  

Os pólos são as raízes do polinómio característico da matriz A , dado por 

)det( AsI −  

Os zeros são as raízes do polinómio 

bAsIadjC )( −  

As raízes do polinómio característico de uma matriz podem obter-se 

facilmente no MATLAB com o comando eig. 
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Função de transferência a partir do modelo de estado – Exemplo 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=

01
65

A    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0
1

b     [ ]10=C  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+

=−
s

s
AsI

1
65

     ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
−

++
=− −

51
6

6)5(
11

s
s

ss
AsI  

[ ]
)3)(2(

1
0
1

51
6

10
6)5(

1)(
++

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
−

++
=

sss
s

ss
sG
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Obtenção da equação diferencial a partir do modelo de estado – Exemplo 
Em certos casos simples, podemos calcular a função de transferência sem 

necessitar de recorrer à fórmula geral. 

Calcule a função de transferência que relaciona a entrada u  com a saída 

1xy = , dado o modelo de estado: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−−=

=

ux
m
bx

m
k

dt
dx

x
dt
dx

21
2

2
1
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Tomando Transformada de Laplace com condições iniciais nulas: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−−=

=

UX
m
bX

m
ksX

XsX

212

21

 

Multiplicando a primeira equação por s  e substituindo 2sX  pelo valor dado 

pela segunda equação:     UX
m
bX

m
kXs +−−= 211

2
 

Usando a primeira equação para eliminar 2X , exprimindo-o em termos de 1X : 

UsX
m
bX

m
kXs =++ 111

2
 Donde:   

m
ks

m
bsU

X

++
=

2

1 1
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Obtenção do modelo de estado – Sistemas sem zeros 
Dada a função de transferência apenas com pólos: 

32
2

1
3

0)(
asasas

bsG
+++

=  

Pretende-se obter um modelo de estado que a represente. 
 

Repare-se que este modelo de estado não é único. 
 

Vamos começar por introduzir um tipo de variáveis de estado denominadas 

variáveis de fase, em que o vector de estado é dado pela saída e pelas suas 

1−n  primeiras derivadas. Neste exemplo, 3=n . 
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Obtenção da equação diferencial: 

32
2

1
3

0)(
asasas

bsG
+++

=  

)()()()()( 032
2

1
3 sUbsYassYasYsasYs =+++  

Daqui vem a equação diferencial: 

)()()()()( 0321 tubtyatyatyaty =+++ &&&&&&  
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)()()()()( 0321 tubtyatyatyaty =+++ &&&&&&  

Variáveis de estado (saída e derivadas até à ordem 21 =−n ): 

23

12

1

xyx
xyx

yx

&&&

&&

==
==

=

 

A equação diferencial escreve-se 

)(01322313 tubxaxaxax +−−−=&  
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O modelo de estado fica: 

21 xx =&  

32 xx =&  

)(01322313 tubxaxaxax +−−−=&  

ou, em termos matriciais: 

u
b

x
aaa

x
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
=

0123

0
0

100
010

&
 

[ ]xy 001=  
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A matriz da dinâmica 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−− 123

100
010

aaa  

tem uma estrutura com propriedades suficientemente importantes para 

merecer um nome. Diz-se na forma companheira. 
 

Consiste numa identidade de ordem 1−n  no canto superior direito, tendo ao 

lado uma coluna de zeros e em baixo uma linha com os coeficientes do 

polinómio característico da matriz (denominador da função de transferência). 
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Sistemas com zeros 

32
2

1
3

10)(
asasas

bsbsG
+++

+
=  

Se aplicarmos a técnica anterior, surge uma derivada da entrada, o que causa 

uma dificuldade. 
 

Uma possibilidade (há mais!) é “partir” o sistema nos zeros e nos pólos, 

tomando como variáveis de estado a saída do bloco dos pólos e as suas duas 

primeiras derivadas. 
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Tem-se o diagrama de blocos: 

 

 

 

 

A equação da dinâmica mantem-se. 

A equação de saída é alterada, passando a ser: 

11201110 xbxbxbxby +=+= &  

[ ]xbby 21=  

32
2

1
3

1
asasas +++ 10 bsb +

U 1X Y
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Não unicidade do modelo de estado 
Repare-se que o modelo de estado correspondente a uma função de 

transferência (ou, equivalentemente, a uma equação diferencial linear) não é 

único. 
 

De facto há um número infinito de modelos de estado que correspondem à 

mesma função de transferência (ou equação diferencial linear). 
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Transformação de coordenadas no modelo de estado 
Considere o modelo de estado com equações 

)()()( tbutAxtx +=&  

)()( tCxty =  

É feita uma transformação de coordenadas 

)()( tTxtz =  

em que T  é uma matriz quadrada invertível. 
 

Qual o modelo de estado verificado pelo vector )(tz ? 

Sugestão: Derive )()( tTxtz =
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)()( tTxtz =  

Derivando: 

)()( txTtz && =  

Usando o modelo de estado de )(tx : 

))()(()( tbutAxTtz +=&  

Usando a transformação inversa 

))()()( 1 tTbutzTATtz += −&  

)()()( 1 txCTtCxty −==
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Transformação de coordenadas no modelo de estado 
Dado o modelo de estado com equações 

)()()( tbutAxtx +=&                  )()( tCxty =  

é feita uma transformação de coordenadas 

)()( tTxtz =  

em que T  é uma matriz quadrada invertível. 

Nas novas coordenadas as equações de estado são 

)()()( tutztz Γ+Ε=&           )()( tHxty =  
1−= TATE        Tb=Γ       1−= CTH  
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Simulação da equação diferencial e do modelo de estado – Exemplo 
Considere o sistema linear descrito pela função de transferência: 

s
nn

n

ssU
Y

ωξω
ω

++
=

22

2

           ξ , nω  parâmetros 

a) Obtenha a equação diferencial equivalente. Desenhe um diagrama de 

blocos com 2 integradores que permita a simulação da equação 

diferencial. Sugestão: Exprima y&&  como função de y&  e de y  e depois 

integre duas vezes. Suponha que y  está disponível à saída de um 

integrador e desenhe o diagrama a partir daí. 

b) Obtenha o modelo de estado equivalente, usando variáveis de fase. 

Desenhe o diagrama de blocos do modelo de estado. 
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Realização com base na equação diferencial 

UYsYYs nnn
222 2 ωωξω =++          uyyy nnn

222 ωωξω +−−= &&&  

( )[ ]∫ ∫ +−+−= 21
222 dtdtuyyy nnn ωωξω  

Sistema de 2ª ordem sem zero

u

To Workspace2

y

To Workspace1

t

To Workspace

Signal
Generator

1
s

Integrator2

1
s

Integrator1

a1

Gain3

a2

b

Gain1

Clock

na ξω21 = ;   
2

2 na ω=  
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Simulação de sistemas com zeros - Exemplo 
 Considere o sistema linear descrito pela função de transferência: 

21
2 asas

bs
U
Y

++
+

=  

a)Obtenha a equação diferencial equivalente. 

b) Desenhe um diagrama de blocos com 2 integradores que permita a 

simulação da equação diferencial. (Pense um pouco!) 

c) Obtenha o modelo de estado equivalente, usando variáveis de fase. 

d) Desenhe o diagrama de blocos do modelo de estado. 
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Realização com base na equação diferencial 

21
2 asas

bs
U
Y

++
+

=            bUsUYasYaYs +=++ 21
2

 

buuyayay +=++ &&&& 21              ( ) ( )buyauyay +−++−= 21 &&&&  

Integrando uma vez: 

( )∫ +−++−= 121 dtbuyauyay&  

Intergando novamente: 

[ ( ) ]∫∫ +−++−= 2121 dtdtbuyauyay  
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Realização com a equação diferencial: 

[ ( ) ]∫∫ +−++−= 2121 dtdtbuyauyay  

Sistema de 2ª ordem com zero

u

To Workspace2

y

To Workspace1

t

To Workspace

Signal
Generator

1
s

Integrator2

1
s

Integrator1

a1

Gain3

a2

b

Gain1

Clock
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Sistemas em tempo discreto 
Nos sistemas em tempo discreto, o tempo é modelado como um número 

inteiro que toma sucessivamente os valores 0, 1, 2, ... 
 

Os sistemas dinâmicos são modelados por equações de diferenças. 
 

Também aqui podemos ter equações de diferenças de ordem n ou por 

sistemas de n  equações de ordem n  (modelo de estado). 
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Descrição de SLITs por equações de diferenças 
 

Equação de diferenças escrita com as amostras avançadas: 

y k n a y k n a y kn( ) ( ) ( )+ + + − + + =1 1 K  

= + + + − + +b u k m b u k m b u km0 1 1( ) ( ) ( )K  
 

Equação de diferenças escrita com as amostras atrasadas: 

y k a y k a y k nn( ) ( ) ( )+ − + + − =1 1 K  

= − − + − − − + + −b u k n m b u k n m b u k nm0 1 1( ( )) ( ( ) ) ( )K  
 

Passa-se de uma para outra atrasando ou adiantando o tempo n passos. 
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Função de transferência discreta 

SLIT
u(k) y(k)

 
Assume-se o sistema modelado pela equação de diferenças 

y k n a y k n a y k b u k m b u k m b u kn m( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ + + − + + = + + + − +1 0 11 1K
 

Tome-se transformada Z com condições iniciais nulas para obter a função de 

transferência: 

G z Y z
U z

b z b z b
z a z a z a

m m
m

n n n
n

( ) ( )
( )

= =
+ + +

+ + + +

−

− −
0 1

1

1
1

2
2

K

K  
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Exemplo: Sistema discreto de 1ª ordem 

)(5.0)(5.0)1( kukyky =−+       0)0( =y  

Resposta do sistema a uma entrada definida por 

⎩
⎨
⎧

≥
<

=
01
00

)(
kse
kse

ku  

k  )(ku  )(ky  

0 1 0 

1 1 0.5 

2 1 0.75=0.5x0.5+0.5 

3 1 0.75x0.5+0.5=0.875 
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Exemplo: Modelos de Sistemas Amostrados 
Relógio

D/A A/DG(s)

Sistema

u(kh) y(kh)
u(t) y(t)

 
 

Qual a função de transferência discreta “vista” pelo computador? 
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Recorde-se que, para determinar a função de transferência, devemos: 
 

• Aplicar um sinal à entrada do sistema, com condições iniciais nulas 

• Observar a saída 

• Determinar as transformadas Z da entrada e da saída correspondente 

• Calcular a função de transferência como o quociente entre a transformada Z 

da saída e a transformada Z da entrada 

 

Que sinal de teste é mais conveniente aplicar? 
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Se aplicarmos um escalão discreto à entrada, à entrada do sistema contínuo 

aparecerá também um escalão, o que facilita as contas 
 

Relógio

D/A A/DG(s)

Sistema

u(kh) y(kh)
u(t) y(t)

 

y t TL
s

G s( ) ( )=
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

−1 1
      y kh TL

s
G s

t kh
( ) ( )=

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

−
=

1 1
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Função de Transferência Discreta 
 

Sendo u(kh) um escalão discreto, a sua transformada Z é: 

[ ]Z u kh
z

( ) =
− −

1
1 1  

Portanto: 

 

1 1[ ( )] 1( ) (1 ) ( )
[ ( )]d t kh

Z y khG z z Z TL G s
Z u kh s

− −
=

⎡ ⎤⎡ ⎤= = − ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦  
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Conclusão. Modelo discreto de um sistema contínuo amostrado 
Relógio

D/A A/DG(s)

Sistema

u(kh) y(kh)
u(t) y(t)

 
Do ponto de vista do computador, i.e. entre a entrada e a saída discreta, este 

sistema é equivalente a um SLIT discreto com função de transferência 

G z z Z TL
s

G sd t kh
( ) ( ) ( )= −

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

⎡

⎣⎢
⎤

⎦⎥
− −

=
1

11 1
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Tabelas Auxiliares 
 TZ de sinais amostrados     Equivalentes ZOH 

 
 
 
 
 
 
 
 

Notar que os equivalentes ZOH de FT’s próprias (mais pólos que zeros) têm sempre atraso d = 1.
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Modelo de sistema amostrado – Exemplo 
Qual a função de transferência discreta (causal) que se obtém quando se 

amostra o sistema contínuo com função de transferência 

G s
a

s a
( ) =

+     ? 

Solução: 

G z z Z TL
a

s s ad t kh
( ) ( )

( )
= −

+
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

⎡

⎣⎢
⎤

⎦⎥
− −

=
1 1 1

 

Decompondo em fracções simples 

a
s s a s s a( )+

= −
+

1 1
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TL inversa do primeiro termo: 

1 ( ) 1, 0f t t
s

→ = ≥  

TL inversa do segundo termo:       

1 ( ) 0atf t e t
s a

−→ = ≥
+  

Amostrando nos instantes kh: 

( ) 0ahkf kh e k−= ≥  

Cuja TZ é: 

1

1( )
1 ahF z

e z− −=
−  
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Finalmente, a função de transferência discreta vem dada por: 

G z z
z e zd ah( ) ( )= −

−
−

−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟−

− − −1
1

1
1

1
1

1 1  

 

G z
e z
e zd

ah

ah( )
( )

=
−
−

− −

− −

1
1

1

1  

 

A região de convergência deve ser escolhida por forma a que o sistema seja 

causal. 
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A partir da função de transferência, interpretando 1−z  como o operador atraso, 

podemos obter a equação de diferenças: 

)(
1

)1()( 1

1

ku
ze
zeky ah

ah

−−

−−

−
−

=  

)1()1()1()( −−+−= −− kuekyeky ahah
 

Escrito de outra maneira: 

)()()1( kukyky βα =++  

)1( ahah ee −− −=−= βα  
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Exemplo: Modelo de uma população 
A população assume-se dividida em estratos etários, cada um correspondente 

a um intervalo de tempo discreto. 

)(kxi  é o número de indivíduos no estrato i  no tempo k  

Assume-se: 

Índice do estrato:  ni ,,2,1,0 K=  

Tempo discreto: K,2,1,0=k  

Este modelo é conhecido em língua Inglesa como “Cohort population model”. 
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Se não houver mortos, todos os elementos da geração i  no ano k estarão na 

geração 1+i  no ano 1+k : 

)()1(1 kxkx ii =++          1,,2,1,0 −= ni K  

k=0

k=1

k=2

k=3

x0

x1 x2 x3 x4

          

k=0 k=1 k=2 k=3

x0

x1

k=0 k=1 k=2 k=3  
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Se existirem mortos à medida que o tempo passa, só uma parte da geração i  

no ano k estará na geração 1+i  no ano 1+k : 

)()1(1 kxkx iii β=++         10 ≤≤ iβ         1,,2,1,0 −= ni K       

Os membros da população no estrato 0  resultam da reprodução dos 

elementos dos diversos estratos: 

)()()()1( 11000 kxkxkxkx nnααα +++=+ K  
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)()1(1 kxkx iii β=++         10 ≤≤ iβ         1,,2,1,0 −= ni K  

)()()()1( 11000 kxkxkxkx nnααα +++=+ K  

Na forma matricial: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+
+
+

− )(

)(
)(
)(

0000
00

000
000

)1(

)1(
)1(
)1(

2

1

0

1

1

0

210

2

1

0

kx

kx
kx
kx

kx

kx
kx
kx

nn

n

n

MMLO

L

L

L

M

β

β
β

αααα

 

)()1( kAxkx =+  
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1
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3
4
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0
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C
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p
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Capturas de arenque no Mar do Norte entre 1910 e 1914 (Hjort, 1926). 

O desenvolvimento de modelos de populações é muito importante para a 

gestão do “stock” de peixe, optimizando a pesca. 
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Exemplo: Modelo de Estado do servidor Apache 
J. Hellerstein, X. Diao, S. Parekh, D. Tilbury (2004). Feedback Control of Computing Systems. Wiley Interscience. pp. 229-234. 

Entradas:  MaxClients (MC), KeepAlive (KA) 

Saídas:  CPU, MEM 

11)()()(1 −=−= kKAKAkKAku med  

600)()()(2 −=−= kMCMCkMCku med  

58.0)()()(1 −=−= kCPUCPUkCPUky med  

55.0)()()(2 −=−= kMEMMEMkMEMky med  
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Modelo de estado multivariável do servidor Apache 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

)(
)(

00028.000025.0
00044.00085.0

)(
)(

63.0026.0
11.054.0

)1(
)1(

2

1

2

1

2

1

ku
ku

kx
kx

kx
kx

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
)(
)(

10
01

)(
)(

2

1

2

1

kx
kx

ky
ky
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Conclusão: 
Modelo de estado de sistemas lineares 

)()()1( kBukAxkx +=+  

)()()( kDukCxky +=  

Modelo de estado de sistemas não lineares 

( ))(),()1( kukxfkx =+  

))(()( kxhky =  

Em ambos os casos, a equação de saída modela os sensores. 

 


