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2. Modelos Entrada/saida e Modelos de Estado

Obijectivo: No final deste mddulo, os alunos deverao ser capazes de
reconhecer as duas grandes classes de modelos entrada/saida e estado e

converter um no outro.

Bibliografia: Ljung e Glad, Cap. 3
Egeland e Gravdahl, Cap. 1

Sugere-se também para modelos discretos e aplicacdes a computacao:
J. Hellerstein, Y. Diao, S. Parekh and D. Tilbury (2004). Feedback control of

computing systems. Wiley Interscience.

J. Miranda Lemos IST-DEEC




Modelacédo e Simulacdo — 2.Modelos Entrada/saida e Modelos de Estado 2

Sistemas, sinais e diagramas de blocos
Fisicamente, um sistema € um conjunto de elementos que interagem entre si

e com 0 meio exterior.
Um sinal € uma funcéo do tempo.

Matematicamente, 0s sistemas sao descritos como operadores que
transformam os sinais impostos pelo mundo exterior ao sistema noutros sinais

Impostos pelo sistema ao mundo exterior.

Isto dito assim é horrorosamente abstracto pelo que vamos ver dois exemplos.

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Exemplo: Um divisor de tensao
Sistema
Sinal de entrada ; /\\//\\//\
Sinal de saida
Representacdo em termos de sistema:
u(t) Multiplica por | Y
—_— 0,5 >

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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O divisor de tensdo “transforma” o sinal de tensdo a entrada U(t) no sinal de

tensdo a saida, Y().
Esta transformacao corresponde a operacdo matematica de multiplicar a

entrada por 2:
y(t) =2u(t)
Para calcular a saida no instante genérico U apenas precisamos da entrada

no mesmo instante. O sistema diz-se estatico.

J. Miranda Lemos IST-DEEC




Modelacédo e Simulacdo — 2.Modelos Entrada/saida e Modelos de Estado

Exemplo de um sistema: Circuito RC
R

u(t) _g—/\/\/—o—o y(®)
‘ =c [\ [
®

-

o -

Representacdo em termos de sistema:

u(t) Equacao do y(t)
—>»| circuito RC >

d
RCF=-y+u y(0)=y,

Neste caso o sistema é dinamico: A saida em U depende do passado.

J. Miranda Lemos
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Exemplo com multiplos blocos: Tanque

u
—_— h
‘ Conservacao
l 4 da massa >
-
A
h Lei de
Bernoulli
— fo-s q
—_—>
l >
A 1

dh
Conservacdo da massa: AE =u(®)-a®

Lei de Bernoulli: 9 =2a4/2gh

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Entradas: Caudal de entrada U - Area da abertura de saida d

Saida: Nivel h . caudal de saida g

Podemos considerar o tanque como um sistema em que a entrada que

podemos manipular € U, h& uma entrada de perturbacdo @ (imposta por

outros sistemas) e a saida é o nivel h :
Mas isto nao é necessariamente sempre assim: Se uma entrada € manipulada
ou uma perturbacdo, e qual o sinal de saida depende dos objectivos do

sistema.

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Exemplo: Controlo do nivel do barrilete num grupo termoeléctrico

W
/ >
Vapor_ para Vapor para o
a turbina T condensadotr
——
Turbina
u Vapor \-<— Vapor ¢/ agua liq.
A\
—_— N \\ Agua lig.
Painéis de agua nas

Valvula de AN NNl paredes da fornalha

agua de l
T Q: Chama

alimentacéao
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Bloco do nivel do barrilete

W
Comando da
valvula de vapor

u : h
—_— Barrilete e
Comando da Nivel do
valvula de barrilete

agua de alim,
e Entrada manipulada: Comando da valvula de agua de alimentacao;
e Entrada de perturbacédo: Comando da valvula de vapor
e Saida: Nivel do barrilete

Quando se considera o vapor produzido, o comando da valvula de vapor é

uma variavel manipulada.

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Diagrama de blocos do Grupo Gerador de Vapor (simplificado)
Caudal 5
fuel - va
a Queima p
— > _ Poténcia activa
Turbina
Qvap
w Valvula de
I vapor
u Valvula de | Qoal bin. nivel h
> aguade ™ barrilete i
alimentacéo
J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Como escrever sistematicamente as equacdes que traduzem as
operacoes efectuadas pelos blocos nos sinais?
Tempo continuo:
e Equacao diferencial de ordem I

e Modelo de estado (sistema de egs. Diferenciais de 12 ordem)

Tempo discreto:
e Equacao de diferencas de ordem N

e Modelo de estado (sistema de eqs de diferencas de 12 ordem)

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Exemplo em tempo continuo: Massa oscilante

Como reage a mola a forca externa U ?

mola K A mola atinge um ponto de equilibrio devido ao peso.
b ~ Definir um referencial a partir deste ponto.
m| o Seja Y a coordenada medida neste sentido.
yT l Pela lei de Newton: O produto da massa pela
u

aceleracdo é igual a soma das forcas que acuam no
sentido positivo de Y,

2
a’y ky—beru

m = —
dt? dt

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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d’ d
m- Y — —ky —b Y . _
dt? dt Diagrama de blocos:
u 1 Yy S y
—_—y —
m
b
m
Kk
T m
J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Uma outra possibilidade: Modelo de estado

Em vez de uma equacao de segundo grau, duas equacoes de 1° grau.

As incognitas sao as variaveis de estado.

Variaveis de estado no exemplo da massa oscilatoria:

Posicio: X1 =Y velocidade: % =Y

d*y dy
A equacdo a2 _ky_baJr U' ¢ equivalente a:
( dx,
1 X2

< dt

dx, K

2 = X, ——X, +U

| dt m m

J. Miranda Lemos
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dx,
—=X2
) dt
dx, K
—E=——X,——X, +U
| dt m m

Neste caso, 0 modelo € linear e pode ser escrito matricialmente

: 0 1 X
% b e ol
X, m m L% 1 X,

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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¥

X
X

|

Definindo o vector de estado X e as matrizes

.

X
X

O modelo de estado escreve-se na forma standard para o caso linear:

0
K

m

1
b

m_

8

Equacdo da dinAmica do estado: X = AX+ Bu

0

} C=[1 0]

Condicao inicial: X(0) =X,

Equacdo de saida: Y = Cx

J. Miranda Lemos
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Caso geral: Equacao diferencial
Relaciona as entradas e as saidas através de uma unica equacao diferencial

de ordem N:
9y . Y1), ... YOU O, UV, ... u) =

em que (1) é uma funcdo, N>M e

k

YoM=Y
Condicoes iniciais:

y0) =y, YO =y’ . y"(0)=y""

J. Miranda Lemos IST-DEEC




Modelacédo e Simulacdo — 2.Modelos Entrada/saida e Modelos de Estado 18

Equacéao diferencial linear com coeficientes constantes
yM ) +ay" ) +...+a yt) =bu™ ) +bu™ () +...+b_u(t)
Condicoes iniciais:

y(0) =1y, y®(0) = y(()l), y"(0) = y(()n—l)

Funcao de transferéncia
A funcao de transferéncia € o quociente das transformadas de Laplace da
saida e da entrada, com condic¢des iniciais nulas
m m-1
b,s"+bs" +...+b_
s"+as" +...+a,

H(s) =

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Caso geral: Modelo de estado
dx
1
— =, (X, Xy, .0y X5 Upy ey U )
dt
dx
2
—= = (X, Xy, .., X, Uy e, U)
dt
Modelo da dinamica: dx_
=f (X, Xy,.0s X5 Uy oo, U )
dt
Y, =h (X, %Xy, ..., X))
Modelo dos sensores:
Yy, =h (X,X,,..., X.)
J. Miranda Lemos IST-DEEC
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O modelo de estado escreve-se normalmente na forma vectorial como:

dx
- —=1f(xu)
Modelo da dinamica:  (t
Condicdes iniciais: X(0) =X,

Modelo das observacdes (sensores): y= h(X)
X = Vector de variaveis de estado ( dim(x)=n )

U = vector de variaveis manipuladas ( dim(u)=m)

Y = Vector de saidas (observacdes) ( dim(y)=p)

J. Miranda Lemos
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Modelo de estado de sistemas lineares

Equacao de estado (eq. diferencial, relaciona a entrada U com o estado X):

X(t) = Ax(t) + Bu(t)
Condicao inicial no estado
X(0) = X,
Equacéo de saida (eq. algébrica, relaciona o estado X com a saida Y ):
y(t) = Cx(t) + Du(t)
Dimensoes:

x(t)e R", u)eR", yt)eR” Alnxn] Blnxm| Cl[pxn] D[pxm]

Normalmente iremos considerar D=0 (sistemas com mais polos que zeros).

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Diagrama de blocos do modelo de estado
u + ;( X
+
A
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Conversao entre o modelo de estado de sistemas
lineares e a funcao de transferéncia
J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Obtencao da funcao de transferéncia a partir do modelo de estado

{)‘((t) = AX(t) + bu(t)
y(t) = Cx(t)
Tome-se a transformada de Laplace com condic¢fes iniciais nulas:

sX(s) = AX(s)+bU(s)

Y (s) =CX(s) X(s)=TL(x) U(s)=TL(u)

Daqui vem
(sl —A)X(s)=bU(s) —  X(s)=(sl —A)'bU(s)
ou seja

Y(s)=C(sl — A) b U (s)

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Y(s)=C(sl —A)'bU(s)
A funcéao de transferéncia vem pois dada por

G(s) = C(sl — A)'b

Dado que
(sl — Ay = adj(sl — A)
det(sl — A)
a funcéo de transferéncia escreve-se
G(s) = Cadj(sl — A)b
det(sl — A)

J. Miranda Lemos
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Nota sobre Algebra Linear — Adjunta de uma matriz

A adjunta de uma matriz :[m } é dada por

ij

adj(M) = [Mij]T
em que M; é o co-factor do elemento m,, ou seja, € dada pelo determinante

da matriz que se obtem eliminando a linha | e acoluna J, multiplicado por

. {a b} { d —b}
ad] =
Exemplo: c d —C a

_li—l-j -

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Para verificar o resultado, observe-se que

SO D =

N O N

Adjunta de uma matriz — Exemplo

.
0
1_

adj(M) =

0
16
0

2 3]

v adiM) _ 1

det(M) 80

1
5
0

0
6

-5
1
15

-5

0
1_

30

-7

30 0

—6 -5

-10] |30
16 0 |
1 15
-6 -10

16 0
115
—6 —10]

Referéncia: G. Strang, Linear Algebra and its Applications, 22 ed., p 170.

J. Miranda Lemos
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Pblos e zeros
Cadj(sl — A)b

S == jetsl — A)

Os poélos sao as raizes do polinédmio caracteristico da matriz A, dado por
det(sl — A)
Os zeros sao as raizes do polinébmio
Cadj(sl — A)b
As raizes do polinomio caracteristico de uma matriz podem obter-se

facilmente no MATLAB com o comando eig.

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Funcao de transferéncia a partir do modelo de estado — Exemplo

AR TRNE
sl—A{S+5 6} (sl —A)"' = : {S _6}
-1 s S(s+5)+6|1 s+5

G(s) = 1 0 1]3 -6 1] 1
5(S+5)+6 1 s+5[0] (s+2)(s+3)

J. Miranda Lemos IST-DEEC




Modelacédo e Simulacdo — 2.Modelos Entrada/saida e Modelos de Estado 30

Obtencao da equacao diferencial a partir do modelo de estado — Exemplo
Em certos casos simples, podemos calcular a funcdo de transferéncia sem
necessitar de recorrer a formula geral.

Calcule a funcédo de transferéncia que relaciona a entrada U com a saida

Y =X,, dado o0 modelo de estado:

( dx,
—:X2
) dt
dx, K
—Z=——X,——X, +U
| dt m m

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Tomando Transformada de Laplace com condicdes iniciais nulas:

-

sX, = X,
] Kk b
\sz — —E Xl —E X2 +U

Multiplicando a primeira equacdo por S e substituindo SX, pelo valor dado

K b
pela segunda equacao: 52X1 = “m X, T X, +U

Usando a primeira equac&o para eliminar X,, exprimindo-o em termos de X, :

X 1
X + K% 1 Pex =u U1 B b
m™ Y m ! Donde: S 4+ S+
m m

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Obtencao do modelo de estado — Sistemas sem zeros

Dada a funcéo de transferéncia apenas com polos:

bO
s’ +a,5° +a,5+a,

G(s) =
Pretende-se obter um modelo de estado que a represente.

Repare-se que este modelo de estado n&o € unico.

Vamos comecar por introduzir um tipo de variaveis de estado denominadas

variaveis de fase, em que o vector de estado € dado pela saida e pelas suas

n—1 primeiras derivadas. Neste exemplo, N = 3.

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Obtencéao da equacao diferencial:

bO
s’ +a,5* +a,s+a,

s°Y (s) +a,s°Y (s) +a,sY (s)+a,Y(s) =bU(s)

Daqui vem a equacéao diferencial:

y(t)+ aly(t) + 4, y(t) + a, y(t) = bou(t)

G(s) =

J. Miranda Lemos
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y(t)+ aly(t) + 4, y(t) + a, y(t) = bou(t)

Variaveis de estado (saida e derivadas até a ordem n—1=2):

X1=y
X2=y=X1
X3:y:X2

A equacéao diferencial escreve-se

X, =—a,X; —a,X, —a, X, +bu(t)

J. Miranda Lemos
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O modelo de estado fica:

X, = —a,X; —a,X, —a, X, +b,u(t)
ou, em termos matriciais:

[0 1 o] [0
XxX=| 0 0 I |x+| 0 |u
| a, —a, - al_ _bo_
y=[1 0 o]x

J. Miranda Lemos
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A matriz da dinamica

tem uma estrutura com propriedades suficientemente importantes para

merecer um nome. Diz-se na forma companheira.

Consiste numa identidade de ordem n—1 no canto superior direito, tendo ao
lado uma coluna de zeros e em baixo uma linha com os coeficientes do

polinbmio caracteristico da matriz (denominador da func&o de transferéncia).

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Sistemas com zeros

b,s+Db,

G(s)=— 2
s*+a,5>+a,5+a,

Se aplicarmos a técnica anterior, surge uma derivada da entrada, o que causa

uma dificuldade.

Uma possibilidade (ha mais!) é “partir’ o sistema nos zeros e nos polos,
tomando como variaveis de estado a saida do bloco dos polos e as suas duas

primeiras derivadas.

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Tem-se o diagrama de blocos:

U

A 4

1

Xl

A 4

s° +a,s” +a,s+a,

A equacao da dinamica mantem-se.

A equacéo de saida é alterada, passando a ser:

b,S + Db,

y =b,X +bX =Dbx, +bXx

y= [bl bz]x

J. Miranda Lemos
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Nao unicidade do modelo de estado
Repare-se que o0 modelo de estado correspondente a uma funcao de
transferéncia (ou, equivalentemente, a uma equacao diferencial linear) nao é

unico.

De facto hda um numero infinito de modelos de estado que correspondem a

mesma funcao de transferéncia (ou equacao diferencial linear).

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Transformacé&o de coordenadas no modelo de estado
Considere o modelo de estado com equacoes
X(t) = AX(t) + bu(t)

y(t) = Cx(t)
E feita uma transformacéo de coordenadas
Z(t) = TX(t)

em que T € uma matriz quadrada invertivel.

Qual o modelo de estado verificado pelo vector Z(t) ?

Sugestdo: Derive Z(t) =Tx(t)

J. Miranda Lemos
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Z(t) = TXx(1)
Derivando:

Z(t) =TX(1)
Usando o modelo de estado de x(1):

2(t) =T (AX(t) + bu(t))
Usando a transformacéao inversa
2(t) =TAT ~'z(t) + Tbu(t))
y(t) = Cx(t) = CT 7'x(t)

J. Miranda Lemos
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Transformacé&o de coordenadas no modelo de estado
Dado o modelo de estado com equacoes
X(t) = AX(t) + bu(t) y(t) = Cx(t)
é feita uma transformacao de coordenadas

Z(t) = TX(t)

em que T € uma matriz quadrada invertivel.

Nas novas coordenadas as equacoes de estado sao

7(t) = Bz(t) + Tu(t) y(t) = Hx(t)
E-TAT' T=Tb H=CT"

J. Miranda Lemos
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Simulacéo da equacéo diferencial e do modelo de estado — Exemplo

Considere o sistema linear descrito pela funcao de transferéncia:

2
Y ;

U s*+2&m,5+ 0 S, @, parametros

a) Obtenha a equacao diferencial equivalente. Desenhe um diagrama de

blocos com 2 integradores que permita a simulacao da equacao

diferencial. Sugest&o: Exprima Y como funcdo de Y e de Y e depois
integre duas vezes. Suponha que Y estad disponivel a saida de um
integrador e desenhe o diagrama a partir dai.

b) Obtenha o modelo de estado equivalente, usando variaveis de fase.

Desenhe o diagrama de blocos do modelo de estado.

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Realizacao com base na equacao diferencial

S*Y +2&w sY + @'Y = w’U V=-2E0.Y - .Y+ u

y :H— 2§a)ny+j(— co,fy+a)§u)dt1]dt2

[t ] Sistema de 22 ordem sem zero

Clock To Workspace

oooo
00 - b V@ > 1; —>
Signal Gain1 Integrator1

Generator

> v ]

To Workspace1

To Workspace2

a, =28w, -

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Simulacéo de sistemas com zeros - Exemplo
Considere o sistema linear descrito pela funcao de transferéncia:
Y S+D

U s’+as+a,

a)Obtenha a equacéao diferencial equivalente.

b)Desenhe um diagrama de blocos com 2 integradores que permita a
simulacéo da equacéo diferencial. (Pense um pouco!)

c)Obtenha o modelo de estado equivalente, usando variaveis de fase.

d)Desenhe o diagrama de blocos do modelo de estado.

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Realizacao com base na equacao diferencial
Y S+D

U s’+as+a,

s’Y +a,sY +a,Y =sU +bU

y+ay+a,y=u+bu y=(-ay+u)+(-a,y+bu)

Integrando uma vez:
y=—ay+u+|(-ay+bud,
Intergando novamente:

y=[[-ay+u+[(-a,y+budt]dt,

J. Miranda Lemos
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Realizacao com a equacao diferencial:
y=[[-ay+u+|(-a,y+budt]dt,

Sistema de 22 ordem com zero
Clock To Workspace
»D—»@—» L]y SEEE
Signal L Gain1 Integratori To Workspace1
Generator
To Workspace2
J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Sistemas em tempo discreto
Nos sistemas em tempo discreto, o tempo é modelado como um ndmero

Inteiro que toma sucessivamente os valores 0, 1, 2, ...
Os sistemas dinamicos s&do modelados por equacodes de diferencas.

Também aqui podemos ter equacdoes de diferencas de ordem N ou por

sistemas de N equacoOes de ordem N (modelo de estado).

J. Miranda Lemos IST-DEEC
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Descricao de SLITs por equacdes de diferencas

Equacéao de diferencas escrita com as amostras avancadas:

y(k +n)+a,y(k +n-1)+...+a,y(k) =
=b,u(k + m)+b u(k + m—-1)+...+b_u(k)

Equacéao de diferencas escrita com as amostras atrasadas:
y(k)+a,y(k-1+...+a, y(k —n) =
=b,u(k —(n—m))+b,u(k —(n—m)—-1)+...4+b_u(k —n)

Passa-se de uma para outra atrasando ou adiantando o tempo n passos.
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Funcao de transferéncia discreta

u(k)

L osur B>

Assume-se o sistema modelado pela equacao de diferencas

y(k+n)+a,y(k+n—-1)+...+a y(k) =bu(k + my+bu(k + m—1)+b_u(k)

Tome-se transformada Z com condicOes iniciais nulas para obter a funcao de
transferéncia:

Y(z) _ bz"+bz"+.. 4D,
U(iz) z2"+az""'+a,z2"*+...+4a,

G(z2) =

J. Miranda Lemos IST-DEEC




Modelacédo e Simulacdo — 2.Modelos Entrada/saida e Modelos de Estado 51

Exemplo: Sistema discreto de 12 ordem
y(k+1)—-0.5y(k) =0.5u(k) y(0)=0

Resposta do sistema a uma entrada definida por

u(k):{o se k<0

1 se k=0
K u(k) y(K)
0) 1 0
1 1 0.5
2 1 0.75=0.5x0.5+0.5
3 1 0.75x0.5+0.5=0.875
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Exemplo: Modelos de Sistemas Amostrados

Reldgio

A 4
y(kh)

u(t) G(s) y(t) v
—>| DA )l AD |—>

Sistema

| 1O
TTT T Ty

Qual a funcéo de transferéncia discreta “vista” pelo computador?

J. Miranda Lemos
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Recorde-se que, para determinar a funcéo de transferéncia, devemos:

e Aplicar um sinal a entrada do sistema, com condi¢des iniciais nulas

e Observar a saida

e Determinar as transformadas Z da entrada e da saida correspondente

e Calcular a funcéo de transferéncia como o quociente entre a transformada Z

da saida e a transformada Z da entrada

Que sinal de teste € mais conveniente aplicar?
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Se aplicarmos um escalao discreto a entrada, a entrada do sistema continuo

aparecera tambéem um escalédo, o que facilita as contas

u(kh) ¢

HD/A %

A 4
- Gs) [ YO )éf))
— 111
BN
y(t) = TLlEG(s)} y(kh) =T ~G(s) ||,
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Funcao de Transferéncia Discreta

Sendo u(kh) um escaléo discreto, a sua transformada Z é:

Portanto:

Z[u(kh)] =

1

|

Gd(z) —

Z[y(kh)] _ (1-21Z

Z[u(kh)]

GESS
e |,
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Conclusao. Modelo discreto de um sistema continuo amostrado

u(kh)

T

Reldgio
Y
i\ &) G(s) y(t) Ni y(kh)
Sistema )
[ /\/ CTTT ..... T

Do ponto de vista do computador, i.e. entre a entrada e a saida discreta, este

sistema € equivalente a um SLIT discreto com funcéo de transferéncia

)y L]
Gy(2)=(1-2)Z TL| (G(3)] ‘t:khj

-
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Tabelas Auxiliares

TZ de sinais amostrados Equivalentes ZOH

R . X Table 2.1 Zero-order hold sampling of a continuous-time system, G(s). The ta-
Table 2.3 SOme time functions and corres?pondmg Laplace and z-trans- ble gives the zero-order-hold equivalent of the continuous-time system, G(s), pre-
forms. Warning: Use the table only as prescribed! ceded by a zero-order hold. The sampled system is described by its pulse-transfer

operator. The pulse-transfer operator is given in terms of the coefficients of

f Lf 2f Hg) = b1g" l+byg"Z 4 4 by
n n-1
&(k) (pulse) - 1 q"+aig" 1+ - +ap
1 k >0 (step) 1 i G(s) H(q) or the coefficients in H(q)
- P s z-1
i 1 b
1 z -1
h = e s q
k s2 (z-1)2
2 1 R (g +1)

1 eny 1 hz(z+1) P g - 12
2 s8 2(z - 1)3
T S ez (e

1+sT z—eRT s g a0 m! da™ \g-e
1— kT 1 z(1-e M) psh g

s(1+sT) (z = D)(z— e WT)

inwkh @ zsinwh a 1 - exp(-ah)
sne s? + ? 22 ~2zcoswh + 1 sta q —exp(—ah)
a by = % (ah -1+ e by = % (1-e™° — ahe ")
S(S+ a) a) = _(1 + e—ah) az = e~k

Notar gue os equivalentes ZOH de FT’s proprias (mais polos que zeros) tém sempre atraso d = 1.
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Modelo de sistema amostrado — Exemplo
Qual a funcéo de transferéncia discreta (causal) que se obtem quando se
amostra o sistema continuo com funcao de transferéncia

“s+a ?

Solucéo:

Lo e
Gy(@)=(1-2Z TU| o | |

Decompondo em fracgdes simples
1

S+a

a

1
s(s+a) s
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TL inversa do primeiro termo:
1
- > fM=1 t=0
S
TL inversa do segundo termo:
1 at
— > f(M)=e t>0
S+a
Amostrando nos instantes kh:
f(kny=e™ k>0
CujaTZ é:
1
F (Z) = 1 . e—ahz—l
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Finalmente, a funcao de transferéncia discreta vem dada por:

(i
G,(z)=(1-2") T “aho -1

-z 1-e 7z
(l_e—ah)z—l
Gd(z): l_e—ahz—l

A regidao de convergéncia deve ser escolhida por forma a que o sistema seja

causal.
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A partir da funcéo de transferéncia, interpretando Z~' como o operador atraso,

podemos obter a equacao de diferencas:

(1 . e—ah)z—l
1—ez™ 1)

y(ky=e"y(k -1+ 1 -e""Hu(k - 1)

Escrito de outra maneira:

y(k) =

y(k+1)+a y(k) = gu(k)
a=—"  p=(01-e"
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Exemplo: Modelo de uma populacao
A populacao assume-se dividida em estratos etarios, cada um correspondente

a um intervalo de tempo discreto.

X (k) é o nimero de individuos no estrato | no tempo K

Assume-se:
indice do estrato: 1 =0,1,2,...,n

Tempo discreto: k=0,L2,...

Este modelo é conhecido em lingua Inglesa como “Cohort population model”.
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Se nao houver mortos, todos os elementos da geracao | no ano K estardo na
geracao 1 +1 noano K+1:
X, (K+1) =X (k) 1=0,1,2,...,n—1

Xl X2 X3 X4
k=0 |—|

o T T T T 1 "
B 1
| | | | "k=0 | k=1 | k=2 | k=3
|
| | | | X1
| | :
Y | | ] | k=0 | k=1 | k=2 | k=3
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Se existirem mortos a medida que o tempo passa, sé uma parte da geracéo |

no ano K estara na geracao 1 +1 noano K+1:

. (K+D=8xk) 0<B<l i=0,12,..n-1

Os membros da populacdo no estrato 0 resultam da reproducéo dos

elementos dos diversos estratos:

X,(K+1)=a,X,(K)+ X (K)+...+ X, (k)
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X (K+1D) = £ X (k)

0< B <1

1=0,1,2,...,n—1

X,(K+1)=a,X,(K)+ X (K)+...+ a X (k)

Na forma matricial:

X, (k+1) ]| | «
Xl(<+1) ﬂO
X,(K+1)|=| O

: 0
X, (k+D| | O

o,
0 0
g0
0 -,
0 0

ﬁn—l

X(k +1) = Ax(k)

a, I[* (k)
0 || % (k)
0 || %K)
0 |,k
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Py o2} (0]
o o o

Capturas
3

o

Idade [ano]

Capturas de arenque no Mar do Norte entre 1910 e 1914 (Hjort, 1926).
O desenvolvimento de modelos de populacdes é muito importante para a

gestao do “stock” de peixe, optimizando a pesca.
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Exemplo: Modelo de Estado do servidor Apache

J. Hellerstein, X. Diao, S. Parekh, D. Tilbury (2004). Feedback Control of Computing Systems. Wiley Interscience. pp. 229-234.

Entradas: MaxClients (MC), KeepAlive (KA)
Saidas: CPU, MEM

u, (k) = KA(K) — KA, = KAK) - 11
u,(k) = MC(k)— MC,_, = MC(k) — 600
y,(k)=CPU (k)—CPU__, = CPU (k) - 0.58
y,(K) = MEM (k) - MEM _, = MEM (k) — 0.55
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Modelo de estado multivariavel do servidor Apache

x(k+D] [ 054 —0.11 x(k)
x,(k+1)| |-0.026 0.63 || x,(k) "

ol o 1)

—0.0085

0.00044

—0.00025 0.00028

X, (k)
X, (k)

|

|

u; (k)
u, (k)
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Conclusao:

Modelo de estado de sistemas lineares
X(k +1)= Ax(k)+ Bu(k)
y(k) =Cx(k)+ Du(k)
Modelo de estado de sistemas nao lineares

x(k +1) = f(x(k),u(k))
y(K) = h(x(k))

Em ambos os casos, a equacao de saida modela os sensores.
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