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Eu tive a sorte de me cruzar com pessoas que me transmitiram referéncias que
me ajudaram muito e a inda hoje me guiam. Quando eu ia fazer perguntas a
minha p rofessora de FisicadoL iceu, a Dr® Alcinado Aido, ela comegava
sempre a conversa dizendo "Vamos pensar", e isto instalou em mim a fé de que
se u sarmos ano ssa cabega com persisténcia, conseguimos atravessar
fronteiras que pensamos intransponiveis. No Técnico, o Prof. JodoFiganier, em
cuja disciplina eu conquistei um 11 que brilha no meu curriculo, dizia muitas

vezes "E muito facil resolver um problema de que se conhece a solucéo".

Estes problemas sdo um convite ao pen samento e a luta. A recompensa € o

resultado da famosa férmula do Zé Fernandes, da Cidade e As Serras:
OSuma 0 OSuma 0 0 Suma [
Elootenciag( %i encia%_ E:elici dadeE

E se alguns mais espertos do que o Zé Fernandes s abem que faltam eixos

neste espaco de optimizac&o (e restrigdes...), em Controlo Optimo e Adaptativo

€ mesmo assim! Divirtam-se com os problemas.

Jodo de Miranda Lemos

Diavde St° Anténio-do-Ano-2000



Parte | - Introducao ao Control o por Computador e Adaptativo

Relativamente a Parte | da disciplina devem também ser efectuados os
problemas dos capitulos correspondentes de Astrom e Wittenmark, Computer

Controlled Systems.

2-Modelos em Control o por Computador

P1 - Considere o sistema da figura seguinte.

A B 1 C 25 D E
—s DIA 5 e > AD ——>
Processo

O A/D e o D/A operam sincronamente, com um intervalo de amostragem de 1
segundo. Admita que o D/A se comporta como um retentor de amostras de
ordem zero e que o A/D se comporta como um amostrador ideal. Suponhya que
as condicdes iniciais do processo sdo nulas. Suponha ainda que no ponto A é
aplicado um escalao digital unitario. Nestas condigdes, responda as perguntas
seguintes:

a) Represente graficamente os sinais nos pontos A, B, C, D, E.

b) Escreva expressdes para o sinal nos pontos C e E.

c) Obtenha o modelo discreto equivalente entre os popntos A e E, na forma de

uma funcédo de transferéncia digital
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P2 - Um sistema continuo com funcéo de transferéncia

G(s) = }e‘S
S

€ amostrado com um intervalo de amostragem h - 1, com um retentor de

amostras de ordem zero. Determine o seu equivalente discreto.

Note que a transformada Z do escaldo unitario

P3 - Considere o sistema continuo cujo modelo de estado é

X =%
%, = U
y=[1 Ofx

Determine u m modelo discreto equivalente, na formade uma funcao de
transferéncia discreta, quando este sistema € amostrado com um retentor de

amostras de ordem zero e um intervalo de amostragem de 2 segundos.

Nota:
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3 - Identifi cagcdo Recursiva . O Método dos Minimo s Quadrados

P1 - Dadas duas grandezas fisicas X e Y, pretende-se estimar o parametro a

no modelo linear que as relaciona, e que é da forma
Y=aX +¢
em que € € uma variavel que traduz a existéncia de erros experimentais. Em 5

experiéncias em que se mediu o valor de X e o correspondente valor de Y,

obtiveram-se os seguintes resultados:

[ X Y
1 10 9
2 20 21
3 30 32
4 40 38
5 50 51

Na tabela acima, | representa o numero da experiéncia realizada.

Determine uma estimativa do parametro @ recorrendo aos método dos minimos
quadrados, indicando:

a) A funcional de minimos quadrados;

b) A equacéo satisfeita pela estimativa;

c) O valo da estimativa.
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P2.Sabe-se que a grandeza Y tem uma variagao polinomial no tempo, sendo
modelada por um polindmio de segundo grau, da forma:

Y(t) = at® + £(t)
Nesta equacgao, t é o tempo contado a partir do inicio da experiéncia, a é um
parametro a estimar e g(t) € u m residuo que traduz a existéncia de erros

experimentais, o qual se assume pequeno. Por forma a estimar a constante a,



efectua-se uma experiéncia ao longo da qual se regista o valor de Y, bem como
os instantes de medida contados desde o inicio. Obtiveram-se os resultados que

se mostram na tabela seguinte:

t (segundo) Y
5 0.49
10 1.01
15 1.45
20 2.05
Problema P2

Recorrendo ao método do s minimos quadrados e aos dados indicados na
tabela, determine uma estimativa do parametro a. Indique sucessivamente:

a)A funcional de minimos quadrados;

b)A equacao satisfeita pela estimativa;

c)O valor da estimativa;
TS0 ~—

P3 - Deduza as equagdes que permitem estimar recursivamente o vector de
parametros 0 dadas N observacdes de y(t) e de ¢(t-1), admitindo valido o
modelo
y(t) = ¢'(t -6+ v(t)
em que Vv(t) € um residuo pequeno (escalar para cada t). O estimador estimador
nao deve implicar a inversa de uma matriz, devendo minimizar o critério de
minimos quadrados com factor de esquecimento, dado por
3) =5 Xy ~#'(t- Do)

sendo A um escalar positivo e menor do que 1.




Sugestao: [A+BCD| " = A"~ A"B[DA?B+C|DA"
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P4.Considere o processo estavel descrito pela equagao de diferencas
y(k) +ay(k —=1) = u(k —1) +v(k)
em que v(k) € um residuo nao mensuravel, modelado por
V(K) = e(k) +ce(k —1)

e as sequéncias u(k), e(k) sdo sequéncias brancas, independentes, de média
nula e variancia unitaria. Supde-se que apenas estdo acessiveis para medida
directa os sinais y, u, ndo sendo o sinal e acessivel. Suponha valida a
aproximacdo das médias estatisticas por médias na amostra. Exprima a

estimativa de minimos quadrados da constante a em fungao de a e de c.

Sugestdo: Dado o modelo linear
y(t) =¢'(t-1)6, + (1)
a estimativa de minimos quadrados do vector 8, é dada por

-1

0= 3 (-9 (k-1 5 y(9p(k -

Para obter a variancia da saida y em regime estacionario, comece por obter

uma equacao de diferencas para ela.
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4 - Predicao Linear e Control o de varianci a Minima

P1. Considere o sistema cujo modelo é:
y(t +2) +08y(t +1) +04y(t) = u(t +1) —05u(t) + et +2) + 0.7e(t +1) + 01e(t)
em que {e} € um sinal branco, gaussiano, de média nula e variancia unitaria.
a)Determine o controlador de varidncia minima
b)Determine a poténcia da saida, em regime estacionario, quando € utilizado o

controlador de varidncia minima.
OO T~

P2. Considere o sistema cujo modelo é:
y(t +2) = u(t) +e(t +2)
em que {e} € um sinal branco, gaussiano, de média nula e variancia unitaria.

a)Determine o controlador que minimiza

J= E[(y(t +2)—w(t +2))’ t]

em que a referéncia w satisfaz
w(t) = 0.8w(t —1) + 0.2n(t)
sendo {n} um sinal branco, de variancia unitaria e independente de {e}.
Admita que w(t) é apenas conhecida no instante t, ndo sendop conhecida com
antecipacgao.
b)Determine a poténcia do erro de seguimento, em regime estacionario, quando

€ utilizado o controlador de varidncia minima que dimensionou.
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Parte Il - Introducdo ao Control o Optimo

o

P1.Por aplicagdo do Principio de Pontryagin, determine a funcdo u(t) no

intervalo de tempo [0,2] tal que o funcional
I = x(2) - S (w2 (et
= 2Io

seja maximo, sendo x o estado do seguinte sistema escalar com condi¢ao inicial

nula:

X =+

Para avivar a memoria e evitar o sempre desconfortavel (e perigoso!) acesso as

cabulas:

% = f (x(t),u(t)) J(u) = P(x(T) +JT; L(x, u)dt

- (%)E A'(t) £ (x(t),u(t)) + L (x(t),u(t)) A(T) = Y X))
H(A,x,u) = A" f (x,u) + L(X,u)
OO T~

P2. Considere o Principio de Pontryagin para a resolugdo de problemas de
Controlo Optimo. Suponha que ndo ha restricdesem u e que f e L ndo
dependem explicitamente do t empo t. Mostre que ao longo de uma trajectéria

optima (do estado, coestado e controlo), a Hamiltoniana é constante no tempo.

T OO~
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P3.Por aplicagéo do Principio de Pontryagin, determine a fung¢ao u(t) tal que o

funcional
_1l. 2
J(u) = EIO X“(t) +u”(t)dt
seja minimo, sendo x o estado do seguinte sistema escalar instavel
dx
— = x+u(t
pm (t)

Sugestao: Admita que existe uma constante p tal que
A(t) = —px(t)

e determine essa constante.

Para avivar a memoria e evitar o sempre desconfortavel (e perigoso!) acesso as
cabulas:

dx _
- f(x u(t))

J(u) =Y (x(T)) +}L(x, u)dt

- (%)E A'(®) £ (x(®),u(®)) + L (x(t),u(t)

AT = 9,0,
H(A,x,u) = A" f (x,u) + L(x,u)

T OO~

P4.Considere o sistema de controlo por realimentagcado das variaveis de estado,
em que o processo a controlar € descrito por

d_00 10 00(
a 25 of Hif

y=[1 1x

A este sistema esta associado o funcional de custo

J= }[yz(t) + puz(t)]dt
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Esboce o lugar geométrico das raizes do sistema em cadeia fechada quando o
parametro p varia de 0 a mais infinito. Nao necessita determinar exactamente os

pontos de saida ou entrada no eixo real.
TS0 ~
P5. Considere o sistema de 12 ordem descrito pela equagéo diferencial:
y=2y+u

Recorrendo ao " root-square locus" determine o g anho k do ¢ ontrolador

proporcional, dado por
u(t) = —ky(t)

em funcao do parametro P por forma a optimizar o funcional quadratico:

J= }[y2 (t) + puz(t)]dt

Esboce o | ugar geométrico das raizes do sistema e m cadeia fechada 6ptimo

quando o parametro p varia de 0 a mais infinito.
T OO~

P6. Considere o s istema de s egunda ordem de fase ndo-minima de scrito pela

funcao de transferéncia
s—-1
(s+2)°+1

Determine o | ugar g eométrico da s raizes do sistema e m cadeia fechada que

G(s) =

optimiza

J= }[y2 (t) + puz(t)]dt



quando o parametro p varia de 0 a mais infinito.

O Y~

P7. Considere o sistema descrito pelo diagrama de blocos seguinte:

X —
u 1 2 1 XY

Através da solucéo da equagao de Riccati algébrica determine os ganhos k1 e

k2 de r etroaccéo do es tado ( suposto ac essivel para m edida di recta) q ue

J= }[y2 (t) + puz(t)]dt

para P = 1. Trace o lugar geométrico das raizes que minimizam este funcional

de custo quando o parametro p varia de 0 a mais infinito.

T OO~



13

Problem as sobr e control o adaptativo e Minimos Quadrados

P1 (Principi o da Ort ogona lidade) . Dadas observagdes das variaveis aleatorias

y e ¢ considere o problema de estimar o parametro 6 (escalar) no modelo
y=6p+e
através do estimador de minimos quadrados definido como o v alor de 6 que

minimiza o funcional
3(6) = E[(y - 6¢)?]

a) Mo stre q ue o es timador de m inimos g uadrados 6 v erificaa c hamada

equacao normal:
Ely-69)]=0

Repare que, se interpretarmos a m édia do pr oduto de dua s variaveis como o
produto interno entre essas variaveis (pensadas como vectores), esta equacéo
diz q ue, c om o es timador linear-quadratico 6pt imo, o e rro ( no m odelo) é

ortogonal aos dados (dai o nome de “equagao normal”).

b) Admitindo que E[qb2 > 0] , obtenha uma expressao para o estimador.

— 38 -
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P2 (Equilibrio dos ganhos no controlador sel f-tuning). C onsidere um
processo de 12 ordem descrito pelo modelo ARMAX:

y(t) +ay(t -1) =u(t —1) + e(t) + ce(t -1)
Pretende-se controlar este processo com um controlador adaptativo, constituido
por u m e stimador de m inimos q uadrados e po ru m c ritério de v ariancia
minima.Embora os dados sejam produzidos de acordo com este modelo (que se
supde desconhecido), supde-se que eles satisfazem o modelo

y(t) +6y(t —1) =u(t —1) +v(t)

emque v éum asequénciade “ruido”. O parametro 6 nesta eq uacao é

estimado por minimos quadrados. Usa-se uma lei de controlo dada por
u(t) =6 y(t)
Admitindo que v € branco (o que nao é verdade!) esta lei corresponde a lei de

controlo de variancia minima se 6 =6.

a) Usando o Principio de Ortogonalidade que deduziu no problema P1 e a lei de

controlo acima, mostre que os dados do sistema controlado verificam:
Ely®)yt-1]=0

ou seja, que a correlagao de draso 1 é zero com o controlador considerado.
b) Considere o sistema original (de acordo com o qual os dados saogerados) e

mostre que se usarmos uma lei de controlo
ut) = (a-c+9)y(t)

setem E[y(t) y(t —1)] =0 sse 0 =0.0useja, mostre que a autocorrelagéo de
atraso 1 da saida é nula apenas com o controlo de variancia minima.

A c onjuncdo das a lineasa ) eb ) m ostra q ue o uni co po ssivel ponto de

convergéncia do g anho do r egulador self-tuning € o g anho do ¢ ontrolo de

variancia minima. Repare que n&o povamos que, de facto, o ganho converge.
-9 -



